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Vorwort

Im Rahmen der Festigkeitsberechnungen von Bauteilen des allgemeinen Maschinenbaus
werden im Regelfall die Fille betrachtet, bei welchen die &dulleren Belastungen einer
Konstruktion (statischer wie auch dynamischer Natur) zu entsprechenden Bauteilspannungen
und —verformungen fithren. Diese Spannungen/Verformungen miissen nachgewiesen werden,
ob diese an ihren kritischen Stellen der Konstruktion stets unterhalb der zuldssigen Werte
liegen. Bei den errechneten Spannungen geben uns die Materialkennwerte Aufschluss
dariiber, wie viel Sicherheit S zwischen vorhandener Spannung Gvorh. und zuldssiger
Spannung Gzul. existiert.

Bei den Verformungen (Durchbiegungen, Verdrehung, Lingenidnderung) muss der
Konstrukteur schon differenzierter hinschauen, inwieweit die zu erwartenden
MaBabweichungen von der unbelasteten Ausgangsgestalt der gewiinschten Funktion des
Bauteils noch zutrédglich ist. Beispielsweise wird sich bei rotierenden Wellen zwangslaufig
eine Unwucht einstellen und bestimmte Bereiche nicht mehr mit der theoretischen
Lingsachse fluchten. Bei anderen Konstruktionen kénnte eine Verformung dazu fithren, dass
sich eine ungiinstige Passungsverlagerung einstellt, die entweder zur Auswirkung hat, dass
Passungselemente nicht mehr ideal zueinander gefiigt werden konnen oder diese sich im
Fiigezustand gegenseitig behindern (Klemmung) und notwendige Gleitverschiebungen
ausbleiben. All diese Konsequenzen kann der Konstrukteur beim Entwurf / bei Uberpriifung
seines Designs im Voraus ins Kalkiil ziehen und bei seinen Berechnungen beriicksichtigend
bewerten und ggf. in weiteren Schritten korrigieren. Denn die belastete Konstruktion wird
sich in den iiberwiegenden Fillen auch in einem stabilen Gleichgewicht mit den dufleren
Randlastbedingungen befinden.

Fiir die meisten Problembehandlungen wird dann eine Berechnung im linear-elastischen
Bereich ausreichen, die dem Hookschen Gesetz geniigen. D.h., die im Bauteil sich
einstellenden  Verzerrungen, Verschiebungen und Spannungen (Zug-, Druck-,
Schubspannungen) verhalten sich proportional zu ihren Lasten (Krifte, Biegemomente,
Torsionsmomente, Temperaturlasten etc.). Liegt eine solche Stabilitit des Gleichgewichts vor,
so kann wegen den linear-elastischen Beziehungen schnell eine Aussage getroffen werden, ob
die Konstruktion z.B. mit 10% hoheren Randlasten noch sicher wire (S* = ?), weil die
vorhandenen Spannungen und Verformungen einfach um 10% nach oben extrapoliert werden
konnen.

S — O-vorh. S
o

« O (100%+10%) S
o 1,10

zul.

zul.

Diese Betrachtungsweise versagt jedoch bei Bauteilen, die aufgrund ihres Lastfalles in einen
Zustand der Instabilitdt treten konnen, obgleich die Bauteilbeanspruchungen, — kurz vor
Eintritt der instabilen Lage (noch im ,,unterkritischen* Bereich befindlich) — , weit unterhalb
der zulassigen Festigkeitsgrenzen des Werkstoffs liegen. Solche Instabilititen konnen
beispielsweise bei schlanken Stdben auftreten, die in ihrer Lédngsachse auch auf Druck
beansprucht werden und somit zum Ausknicken neigen. Sobald diese kritische Drucklast
erreicht wird, wandert das Verhalten des Bauteils aus den GesetzméBigkeiten der linear-
elastischen Beziehungen heraus hin zu einem nichtlinearen Verhalten. Im Fall des
Knickstabes nimmt dann die Katastrophe ihren Lauf. Das Verhalten wird spontan
,uberkritisch®, weil sich der Stab aus seiner theoretisch geraden Gestalt schon bei kleinster



Storung herausbewegen wird (seitliches Ausbrechen) und damit der sich fortan permanent
verdndernde Belastungszustand (am jetzt verformten Stab) eine rasante Verschlimmerung
erleidet. Es kommt schlagartig zum plotzlichen Ausknicken oder gar zum Bruch des Stabes.
Das Fatale an derartigen Stabwerken (Rahmen, Fachwerke, Stiitzpfeiler) ist, dass man das
katastrophale Versagen an jener Konstruktion, kurz bevor die zerstorerische Instabilitét
einsetzt, duBerlich nicht im mindesten ansehen kann. Setzt dann die Instabilitit ein, dann
bricht die Konstruktion in Sekundenschnelle in sich zusammen und hinterldsst furchtbare
Spuren der Zerstorung. Insbesondere bei  Tragwerken (Hallenkonstruktionen,
Leichtbauweisen), deren Bauelemente hauptsichlich nur aus stabformigen Tragstiitzen und
Blechversteifungen bestehen, kann ein Ausknicken und Ausbeulen der tragenden Elemente zu
einer Tragodie fithren, sofern innerhalb oder in der Nihe dieser Tragwerke Personen
verkehren. Tragische Hallen-Einstiirze aus der Vergangenheit zeigen offenkundig, wie
gefihrlich es sein kann, wenn sich beispielsweise auf Flachdichern witterungsbedingt
iibermélige Schneelasten auftiirmen und irgendwann die kritische Belastungsgrenze des
Tragwerks erreicht wird. Leider zeigen sich bei einem bevorstehenden Einsturz dieser
Kategorie keinerlei Vorboten, die iiber das mogliche Versagen der Konstruktion kiinden. Kein
Achzen im Gebilk, kein Knacken im Tragwerk, weder Risse noch Deformationen zeugen
iiber das kommende Unheil. Und das Unheil kommt wie ein Hammerschlag.

Daher sei hier an dieser Stelle besonders darauf hingewiesen, dass dieses Skript
keinesfalls dazu benutzt werden darf, um Tragwerke oder tragende Konstruktionen
jeglicher Art damit auszulegen! Die Berechnungsgrundlagen miissen hierfiir aus den
dazu vorgesehenen Vorschriften und Regelwerken der Bautechnik entnommen werden!
Das vorliegende Skript soll lediglich einen Uberblick geben, mit welchen theoretischen
Methoden man bestimmten Stabilititsproblemen zu Leibe riicken kann, um zu einer
theoretischen Knick- bzw. Drucklast zu gelangen. Die im Folgenden dargestellten und
abgeleiteten Formeln/Gleichungen sind daher ohne jegliche Gewihr und koénnen
fehlerbhaftet sein oder diirfen sogar von den gesetzlichen Vorgaben her gar nicht zur
Anwendung kommen! Wer auch immer als Konstrukteur / Baustatiker eine
Bauteilauslegung vornimmt, muss sich dariiber ganz im Klaren sein, dass er hier
eigenverantwortlich handelt und die notwendigen Berechnungsgrundlagen aus
gesicherten Quellen in Eigeninitiative zusammentrigt und/oder die dazu erforderlichen
Regelwerke/Normen zur Hand nimmt.

Mit den folgenden Seiten soll daher der Versuch unternommen werden, einigen der
klassischen Probleme der Knicktheorie zu begegnen. Dazu gehoren dann auch speziellere
Betrachtungen zur Knickbiegung, zum Drillknicken, dem Kippen von Stiben und dem
Ausbeulen von Platten / Schalen.

Kai-Uwe Ekrutt 04. Juni 2015



1. Die Eulersche Knicktheorie

1.1 Die Euler-Fille eines Knick-Stabes:

Bei der Untersuchung der Eulerschen Knickfille geht man von einem geradlinigen Stab aus,
der in seiner Ldngsachse mit einer Druckkraft F beansprucht wird. Je nach Lagerungstyp
lassen sich 4 Grundfille unterscheiden, so wie sie in der folgenden Skizze dargestellt sind.

AN

AN

w(X)

Fall 1 Fall 2 Fall 3 Fall 4

Die Lagerbedingungen definieren in diesen Fillen, in welcher Weise die verformte Knicklinie
an jenen Stellen auszusehen hat. Damit lassen sich also die Kurvenverldufe an den Randlagen
des Stabes bei x=0 und x=L festlegen, die spiter bei der Losungsfindung der kritischen Last
FK von Bedeutung sein werden.

Die Merkmale des Stabes werden mit den folgenden Angaben gekennzeichnet:

E: E-Modul des Werkstoffs
Dieser Materialkennwert gibt die Beziehung zwischen der Spannung ¢ und der
Dehnung € im linear-elastischen Bereich an und stellt damit die Proportional-
konstante im Hookschen Gesetz dar. ¢ =E * ¢

I: Flichenmoment 2.Grades des Stabgerschnittes
Dieser Wert liefert eine Aussage iiber die Geometrie des Biegequerschnitts des
Stabprofils, ndmlich iiber die Biegesteifheit in Richtung der Durchbiegung
w(x). Fiir die Knickfélle wird immer die Durchbiegungsrichtung betrachtet, die
das kleinere Flichenmoment I besitzt, da der Wert des Flichenmoments von
der Bezugsachse (Biegeachse) abhingt.

L: Die Linge des Stabes



Fiir die Betrachtung der Knickfille sollen die Gleichgewichtsbedingungen fiir den verformten
Zustand aufgestellt werden (Theorie II. Ordnung). Dabei soll die Einschrinkung gelten, dass
die einprigende Druckkraft F auch weiterhin am verformten Stab seine Richtung beibehilt
und nicht dndert. Sie wirkt also immer parallel zur x-Achse bzw. der noch unverformten
Stablidngsachse. Die Suche nach den kritischen Lastwerten Fk erfolgt dann durch die
Berechnung der Eigenwerte der vorliegenden Randwertprobleme.

1.2 Knicklastbestimmung aus den Gleichgewichtsbedingungen:

Als erste Methode zur Bestimmung der kritischen Knicklast sollen allein die bekannten
Gleichgewichtsbedingungen zur Anwendung kommen. In diesem Fall miissen die
Schnittlasten (griin) des Stabes im Gleichgewicht mit der Randlast F (blau) und den
Auflagerreaktionen (rot) stehen. Die Schrittweise Auflosung des Gleichungssystems sowie
die Verkniipfung mit der Gleichung fiir die elastische Linie (mit ihren entsprechenden
Randbedingungen) fiihren letztendlich auf eine Bestimmungsgleichung fiir die Eigenwerte.

Fall 1:

Die Schnittlasten und Auflagerreaktionen:

Fall 1

AN

F, =F
~ Fy=—F
F,, =0
v M, =F, wkx)=F- -w(x)
FBW:() b(x) Ax () (



Aus der Theorie der Balkenbiegung (gemidfl der Hypothese von Bernoulli) kann die
Differentialgleichung der Biegelinie (elastische Linie) zur Anwendung kommen. Als
angendhert linearisierte Form gibt diese Gleichung eine Proportionalitit zwischen dem
Biegemoment Mb(x) und der zweiten Ableitung der Durchbiegung w(x) an.

=w(x) = w(x)+ % w(x)=0 wenn I =1=const.

Das fiihrt auf die folgende homogene Differentialgleichung:

wi(x)+a® -wx)=0 mit o'=——

F
E-I
mit der allgemeinen Losung:

w(x)=C,-sin(a-x)+C,-cos(x- x)
Eine ,triviale Losung* ergibt sich fiir den Grundzustand des unverformten Stabes, wenn die
Konstanten C1 = 0 und C2= 0 gesetzt werden bzw. o = 0 vorliegen sollte. Uber diesen
Weg kommen wir jedoch nicht zur Losung der kritischen Knicklast, bei welcher nun auch
eine nichttriviale Losung angefiihrt werden muss. Zuerst sollen aber die Randbedingungen
mit einflieBen, um die gewiinschte Bestimmungsgleichung zu erhalten.
Randbedingungen:

w(0)=0=C, -cos(x¢-0) = C,=0

w(L)=0=C,-sin(@¢-L) = «&-L=n-mr mit n=L123,...

. n-z }
Eigenwerte: a= T mit n=123,...

Setzt man diesen Ausdruck in die obige Definition fiir o ein, dann kann die Eigenwerte fiir
die kritischen Lasten berechnet werden.

F,= E-1 mit n=123..

Da das Ausknicken schon bei der kleinsten kritischen Last einsetzen wird, muss nur der erste
Eigenwert betrachtet werden mit n = 1.

Eulersche Knicklast FE1 fiir den 1. Knickfall: F



Fall 2:

Die Schnittlasten und Auflagerreaktionen:

F Fall 2

Mb(x)
FQ(x)

FAx:F
F‘Aw:0 M
M,=F -w(lL)

Fy,, =—F
ooy = Fao - W(X) =M , = F -w(x) =M, = F - (w(x) —w(L))

Das fiihrt auf die folgende inhomogene Differentialgleichung:

» F
wx)+a -wx)=o’ -w(L) mit o’ = =7

mit der allgemeinen Losung:

w(x)=C, -sin(&- x) +C, -cos(&- x) +w(L)

und der ersten Ableitung:  (wird benotigt fiir die Randbedingung an der Einspannstelle)

w(x)=C,-a-cos(@-x)—C, o sin(a- x)



Randbedingungen:

w(0)=0=C,-a-cos(@-0) = C, =0 ,weil a#0

w(L)=C, -cos(a-L)+w(L)

= 0=C, cos(@-L)= a-L:(Z-n—l)g mit  n=123,...

T

Eigenwerte: o= (2 ‘n— 1) mit n=12,3,...
2-L
7.[2
Eulersche Knicklast FE2 fiir den 2. Knickfall (n = 1): F.,= W ‘E-1
Fall 3:
Die Schnittlasten und Auflagerreaktionen:
Fall 3

FAW \

FAX
F, =F
FAx F FN(X) — _F
v M, =F, wx)—F, x-M,
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Das fiihrt auf die folgende inhomogene Differentialgleichung:

” F, -x+M )
w(x)+a’2-w(x):M mit 0{2:L
E-1 E-1
mit der allgemeinen Losung:
F,,-x+M,

w(x)=C,-sin(&-x)+C, -cos(a- x) + o

und der ersten Ableitung:  (wird benotigt fiir die Randbedingung an der Einspannstelle)

4 . F
w(x)=C -a-cos@-x)-C, 'a'sm(a'x)+_EAV}

Randbedingungen:

M
w0 =0=C, -cos(a-0)+—4 = (C,=-
0) 2 ( ) E.] 5 £

_ FAw
a-E-1

F . M F, -L+M
W(L)=0:_$'SIH(OK~L)— A 'COS(O{-L)+M

w’(O):OzCl-a~cos(0{-O)+% = (=

= O:FAW{L—é'Sin(a"L)]"MA'[1_‘305(“'[‘)] [1]

, F M ) F
w(L)=0=—2—.qg-cos(a-L)+—=-a-sin(a- L) + 2~
a-FE-1 E-I E-I

= 0=F,, -[l-cos(ax-L)|+ M, a-sin(a-L)

l—cos(a-L)} [II]

—M,=-F, -
4 A [a-sin(a-L)

Die Gleichung II. eingesetzt in 1. ergibt dann:

1-—cos(ax-L)
a-sin(a- L)

0=FAW-[L—l-sin(a-L)}—FAw-[ ][1—cos(a.L)]
a
= 0=L-a-sin(a-L)-sin*(a-L)-[l-cos(a-L)[

= 0=L-a-sin(a-L)—sin*(a-L)—1+2-cos(a-L)—cos*(x-L)

= 0=L-a-sin(a-L)-2-[l-cos(a-L)] [111 ]
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An dieser Stelle helfen nun die trigonomischen Additionstheoreme weiter mit:

sin(ar- L) = 2-sin(a. LJ-cos(a.Lj
2 2

cos(a-L)y=1-2- sinz(aTLj

Daraus folgt dann fiir Gleichung III. :

= 0O0=L-2-sin aL -COS aL —2-/1=1+2-sin? aL
2 2
.(a-L) | L« o-L . (a-L
= 0O=sin . - COS| —sin| ——
( 2 J{ 2 ( 2 J ( 2 H

Damit ergeben sich zwei Eigenwertgleichungen:

Da der Eigenwert 1) hier im Vergleich den (ersten) kleineren Eigenwert liefern wird, muss
diese Bestimmungsgleichung die kritische Knicklast liefern.

Eulersche Knicklast FE3 fiir den 3. Knickfall (n=1): F,=
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Fall 4:

Die Schnittlasten und Auflagerreaktionen:

Fall 4

Faw FAW >
Y 0
T FAX
Fy=F Fyw =-F
FAW:_FBW Mb(x):FAx.W(x)_FAw'x_MA
My=Fy, L =F, - w)+Fy, x—F, L

Das fiihrt auf die folgende inhomogene Differentialgleichung:

” F : L_ .
w(x)+6r2-w(x)=M mit azzL
E-1 E-1
mit der allgemeinen Losung:
F, -(L-x)

W()C) = Cl 'Sin(a"x) +C2 'COS(“‘ X)+ BwE ;

und der ersten Ableitung:  (wird bendtigt fiir die Randbedingung an der Einspannstelle)

Bw

E-1

wW(x)=C, -a-cos(a-x)—C, -a-sin(a- x)—
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Randbedingungen:

F, -L F. L
w0)=0=C, -cos(x-0)+-2»— = (C,=-—-Br—
(0) ,-cos(r-0) £ N o
W(0)=0=C,-a-cos(@-0)—12r = ¢ =—Lo

E-I o E-1
a-E-1 E-I E-1
F, I .
0=—2. —-sin(-L)—L-cos(x-L)
El |«
= 0={i-sin(0{-L)—L-cos(0(-L)}
o
Damit ergibt sich die Eigenwertgleichung:
I .
= —-sin(l-L)=L-cos(a-L)
a
= tan(a-L)=a-L
o-L=4,4934...

mit dem ersten Eigenwert:

2
(a-L) = 2 I; =20,1906...

20,1906
Fp, = 2 ’
Eulersche Knicklast Fg4 fiir den 4. Knickfall: 5
V4

F,=——— E-I
0,699 12

E-1

Damit wiren alle Werte fiir die vier Eulerschen Knicklasten vorhanden. Diese lassen sich nun
elegant tabellarisch zusammenfassen, wobei die Stabldnge nun auf eine reduzierte Knickldnge
Lk bezogen wird.

mit: Fall 1: Lk=L Fall 3: Lk=L/"2
Fall 2: Lxk=2L Fall 4: Lk =0,699 L
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1.3 Knicklastbestimmung allein aus den Randbedingungen der elastischen Linie:

Im vorangegangenen Abschnitt konnte ein Gleichungssystem erstellt werden und mittels den
Gleichgewichtsbedingungen der Krifte und Momente Informationen zur Losung des
Problems herangezogen werden. Durch die Beriicksichtigung der Schnittlastmomente Mb(x)
war es moglich gewesen, einen Bezug zu der 2. Ableitung der elastischen Linie herzustellen.
Es ist aber auch moglich, rein iiber die analytische Kurvenbetrachtung der Biegelinie zu
einem Gleichungssystem zu kommen, mit welchem die Knicklast gefunden werden kann.
Dazu wird erst einmal eine allgemeine Gleichgewichtsbeschreibung fiir die 4 Knickfille
aufgestellt.

allgemeiner Fall

FN(x)

FQ(X)

F aw 4 _)W(X)

T FAx

"My _ w(x) und M, =-M,-F, -wx)+F,  -x
= by = M~ Py )

E-I(X)
~W(x)-E-I==M,~Fy., -wx)+Fy, -x

Durch zweimaliges Differenzieren der Biegemomentengleichung stoen wir dann auf
folgende Form:

~w(x)-E-I==F, W (x)=F-w(x)

L F ” nw 2 » . 2 F
w (xX)+—— - w((x)=0 bzw. w (x)+a -w(x)=0 mit o =——
(0w () (x) (x) -

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung lautet dann:

w(x) =C,-sin(a- x)+C, -cos(@- x)+C, - x+C,
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mit der ersten und zweiten Ableitung:

w(x)=C,-a-cos(a-x)-C, a-sin(a-x)+C,

w(x)=-C,-a’ -sin(a-x)-C,-a*-cos(a- x)

Um fiir samtliche Knickfélle die Randbedingungen der Biegelinie zu beriicksichtigen, sollen
diese in ihrer Verschiedenheit schon mal alle vorab aufgefiihrt werden.

GLl: w0)=0=C,+C,

GlL2: w(L)=0=C, sin(e-L)+C, cos(a-L)+C;-L+C,
GL3: w(0)=0=C,-a+C,

Gl4: wW(L)=0=C,-a-cosla-L)-C, a-sin(a-L)+C,
GL5: w(0)=0=-C,-a’

GL6: w(L)=0=—-C,-a*-sin(a-L)-C, o’ -cos(c- L)

Betrachtung Fall 1:

Hier miissen die Gleichungen Gl.1/2/5 /6 zur Anwendung kommen. Die Gleichungen GI.5
und GI.6 beschreiben dabei die Tatsache, dass an den Stabrindern Momentenfreiheit herrscht,
als keine festen Einspannstellen vorliegen.

Das fiihrt auf ein lineares System von algebraischen Gleichungen, deren zugehorige
Determinante K verschwinden muss (Det[K] = 0), weil die Randbedingungen stets den Wert
Null liefern. (sieche Gl.1...6)

Mit dem ersten Knickfall resultiert daher folgende Determinante:

0 1 0 1
i -L -L L 1
Defk |- s1n(g' ) cos(a'2 ) e 0
-
—a*-sinl@-L) —a*-cosla@-L) 0 0

Da die Determinante verschwinden muss, konnen die folgenden zwei Regeln zur Anwendung
kommen, um die innere Struktur der Determinante neu zu ordnen. Ziel ist es, die 4x4-Matrix
auf eine 3x3-Matrix zu reduzieren.

Regel 1: Die Zeilen der Determinante konnen gegenseitig vertauscht werden
Regel 2: Zu einer Zeile kann das Vielfache einer andere Zeile addiert werden

Wichtig: Regeln gelten hier nur, weil die Determinante Null ergeben soll!
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Vertauschen wir nun hier die beiden ersten Zeilen, dann haben wir eine Reihe mit drei Nullen
unter dem L. Damit kann die Determinante weiter reduziert werden.

sin(er- L) cos(ar- L) L 1
. 0 1 0 1
Det[K 1]2 ) =0
0 -a 0 0
—a*-sinle-L) —a*-cosle-L) 0 0
0 1 1
Det|K"]=L- 0 e 0=0
—a*-sin(a-L) —a* -cos(a-L) 0

Durch die Nullelemente der Determinante reduziert sich der Ausdruck weiter auf:

1 1
-’ 0
Detlk"|=L-[-a* sin(e- L) a*=0 = sin(a-L)=0

Det|K"]=L-[- & -sin(a-L)]

‘:O

. n-mw .
Eigenwerte: a= T mit n=123,...

Wie man sieht, ergibt sich dieselbe Bestimmungsgleichung wie im Abschnitt 1.2 auf Seite 7.
Betrachtung Fall 2:

Hier miissen die Gleichungen GI.1 / 3 / 6 zur Anwendung kommen. Da noch eine Gleichung
fehlt, um die vierte Konstante bestimmen zu konnen, miissen wir doch noch einen kleinen
Blick auf die vorliegende Schnittlastbedingung von Fall 2) werfen.

M,y = F -0 —w(L))=—w'(x)- E-1
Differenziert man diesen Ausdruck noch einmal, dann folgt die Beziehung:

F-W@==—w(x)-E-I bzw. wWx+a wx)=0

mit w”(x)=-C,-a -cos(a-x)+C, - o -sin(a- x)
und w(x)=C,-a-cos(@-x)-C,-a-sin(a-x)+C,

Fiir x = L resultiert damit die Randbedingungsgleichung:

GL7T w(L)+a’ -w(L)=0=C,
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Mit dem zweiten Knickfall resultiert daher folgende Determinante:

0 1 0 1

DetlK,]=| “ 0 O
—a*sinl@-L) —a-cos@-L) 0 0
0 0 1 0
o 0 1

Det[K*z]:l- —a* sin(l@-L) —a*-cos(a-L) 0/=0
0 0 1

Dedlk|=a [-a -cos(@-L)]=0 = cosl@-L)=0

T

mit n=1273,...
2-L

Eigenwerte: a=(2-n-1)

Wiederum wird die Bestimmungsgleichung aus Abschnitt 1.2 bestitigt.

Betrachtung Fall 3:

Hier miissen die Gleichungen Gl.1/2/3 /4 zur Anwendung kommen.
Mit dem dritten Knickfall resultiert daher folgende Determinante:

0 1 0 1
Det[K3]: sin(a- L) cos(w-L) L 1 0
0 1 0
a-cosla-L) —a-sinl@-L) 1 0
0 1 0 1
DerlKs)= sin(l@-L)  cos(a-L)-1 L 0 o
0 1 0
a-cosla-L) —a-sinf@-L) 1 0
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sin(@-L)  cos(e-L)-1 L
Dedks]=1| @ 0 1|=0
a-cos(e-L) —a-sin(fa-L) 1

Det|K’s]=(cos(a- L)-1)-ar-cos(er- L)+ L- & (~ & -sin(er - L)) -
—(cos(ar-L)—1)-a—sin(a-L)- (~a-sin(er- L)) =0
:(cos(a"L)—l)2 .a—a-sin(e-L)-(L-a-sin(a-L))=0
= 0=cos’(a-L)—2-cos(a-L)+1-L-a-sin(a-L)+sin*(er- L)

= 0=2-(1-cos(a-L))—L-a-sin(a- L)

Das ist nun dieselbe Ausgangsgleichung wie [III.] auf Seite 11.

Bestimmungsgleichung fiihrt wiederum auf die Eigenwerte:

2-n-7w

1) o = mit n=12,3,...

2) tan(azTLJ %L

2

Wobei fiir diesen Knickfall der Eigenwert zu 1) gilt, fiirn = 1.

Betrachtung Fall 4:

Hier miissen die Gleichungen Gl.1/2/3 /6 zur Anwendung kommen.
Mit dem dritten Knickfall resultiert daher folgende Determinante:

0 1 0 1
Det[K4]= sin(ar- L) cos(a- L) L 1 0o
o 0 1 0
—~a?-sin(@-L) —a*-cos(@-L) 0 0
0 1 0 1
Det[K’Z]: sin(a"L) cos(a/'L)—l L O 0
0 1 0
—a-sinle-L) —a*-cos(w-L) 0 0
sin(e- L) cosle-L)-1 I
DetlK"s]=1- a 0 1|=0

—a*-sin(a-L) —a*-cos(a-L) 0

D.h,,

die
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Det[K*4]= (cos(e-L)-1)- (— o’ -sin(a- L))+ L-a- (— o’ -cos(ar- L))—
—sin(ar- L) (— o -cos(ar- L)) =0

= 0=cos(r-L)-sin(a- L)—sin(a- L)+ L-a-cos(a- L)—cos(a- L)-sin(c- L)
= 0=L-a-cos(a-L)-sin(ar- L)

= L-a=tan(a-L)

o-L=4,4934..
mit dem ersten Eigenwert:

2
(a-L) = 2 I; =20,1906...

Auch beim vierten Knickfall bestitigt sich die Herleitung des Eigenwertes, so wie es schon
auf Seite 13 geschehen ist. Es ist also auch mit dieser Methode moglich, die kritischen
Drucklasten der Eulerschen Knickfille zu finden, wenn man iiber die Randbedingung der
elastischen Linie geht, welche sich an den Auflager- und Einspannstellen ergeben wiirden.

Um noch eine weitere Methode ins Feld zu fiihren, soll nun mit dem folgenden Abschnitt
noch die Anwendung der Energiemethode zur Sprache kommen.

1.4 Khnicklastbestimmung iiber die Energiemethode:

An einem elastisch verformten System besteht aufgrund der Energieerhaltungssitze natiirlich
auch die Moglichkeit, die in ein Bauteil vorliegende inneren Verformungsenergien mit den
aullen verrichteten Arbeiten der Randlasten (Krifte oder Momente) in Beziehung zu setzen.
Ein im Gleichgewicht befindliches System kann daher beispielsweise das Prinzip verfolgen,
dass die Summe aller inneren und dufleren Energien konstant bleibt. Es kann aber auch das
Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie IT (elastisches Potential) genutzt werden, das
in der Elastizitétslehre folgende Aussage hat:

IT =11, =11, = Extremum
pot. Energie des Gesamtsystems = innere Formédnderungsenergie — Arbeit der dulleren Lasten

Da fiir das Gesamtsystem bei einer stabilen Gleichgewichtslage als Extremum ein Minimum
vorliegt, bedeutet das fiir die Variation des Potentials:

o =6 (11,-11,)=0

Bei dem Beispiel der Knickstidbe wollen wir davon ausgehen, dass es einen Grundzustand Ilg
gibt, der vor Eintritt der Instabilitit sich noch im Gleichgewicht befindet. Hingegen soll
IT dann der Zustand sein, der beim Wechsel von der Stabilitit in die Instabilitit vorliegt, wenn
also eine allzu kleine Storung (Variation) das System zum Kippen bringt. Um die
Potentialgleichung dafiir ableiten zu konnen, soll uns hier die Taylor-Reihenentwicklung gute
Dienste leisten.
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f(x0+€):f(x0)+f'(x0)-€+%-f”(xo)-gz+...+l'-f(")(x0)'8"+Rn(8)
n.

Da in diesem Fall das € eine sehr kleine GroBe darstellen soll, konnen die anschlieBenden
Glieder dieser Reihe nach der zweiten Ableitung von f(x0) als vernachléssigbar gelten.

Wenn nun f(xo0) fiir den Grundzustand steh, dann wire das in unserem Fall die triviale
Gleichgewichtslage des Systems mit dem Grundpotential IIg. Das Potential der nichttrivialen
Gleichgewichtslage IT errechnet sich nun mittels der zur Hilfe genommenen Taylor-Reihe
(mit der zweiten Variation von I1g) zu:

=11, +6 Hg+l-§2 I1
2

8

Gehen wir vereinfacht davon aus, dass der Stab in seiner Lidngsachse keine Verformung
erleidet (nicht zusammendriickbare Stabachse), dann wirkt im Grundzustand Ilg die Kraft F
direkt in die Stabachse und verrichtet keine Arbeit, somit ist I[Ig = 0.

Da sich auBBerdem das System (im Grundzustand) im Gleichgewicht befindet, gilt zudem:

§ M,=0

Somit erhalten wir fiir die nichttriviale Gleichgewichtslage das Potential:

H:%-é'z I,

Im Zustand des momentan gerade noch im Gleichgewicht befindlichen Systems gilt wiederum
die Aussage der indifferenten nichttrivialen Gleichgewichtslage mit:

§ M=0 =0 (52 Hg]:O

Das ist das Stabilitdtskriterium fiir den Grundzustand, wenn das stabile System in die
Instabilitit wechselt, also im Fall des Knickstabes, wenn die kritische Knicklast Fx erreicht
wird.

Kommen wir daher zu den einzelnen Potentialen, die sich am Knickstab einstellen werden.
Dazu soll der erst einmal der Knickfall 1) zur Anschauung dienen. Es liegt eine dullere Kraft
F an (konstant von Anbeginn), die entlang des verformten Stab an jeder Stelle x vorliegt,
demzufolge eine dullere Arbeit am System verrichtet. Die Arbeit verrichtende Wegstrecke
lasst sich als Differenz aus der Stabldnge L und dem Linienintegral des verformten Stabes
berechnen. Dabei soll vorausgesetzt werden, dass die Deformation (elastische Linie) des
Stabes sehr gering ist. Da der Zustand der indifferenten Gleichgewichtslage zur Diskussion
steht, kann diese Annahme so zugelassen werden.
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Knickfall 1):

I, j (1+w (x)—l)d wobei 1/1+w’2(x)z1+%-w’2(x) . weil w?(x)<<1

_1 L ’2 _1 L 72 3 —
N Ha‘E'LF'W (x)-dv=—F jow (x)-dx , weil F = const.

Kommen wir somit zu der inneren Verformungsarbeit des Biegestabes. Da wiederum die
Verformungen der elastischen Linie sehr klein sein sollen, diirfen wir die zweite Ableitung
der Biegelinie direkt mit den Biegemomenten in Beziehung setzen.

- Mb(x)

:wllx
E-I, (x)

Die innere Verformungsenergie ist gegeben mit:

I M - dx = Hiz%' OLW”Z(x)-dx

"T2E1
Fiir die potentiellen Energie IT des Gesamtsystems ergibt sich dann:

— —1 . L ”2 . — . L ,2 .
H—Hi—Ha—E'[E'I Lw (x)-dx—F J;w (x) dx}

,Potential der nichttrivialen Gleichgewichtslage des Stabes* — Knickfall 1)

In den Fillen der Knickstibe haben wir eine Besonderheit, die an dieser Stelle noch genutzt
werden kann, weil die beiden Potentiale ITi und Ila sich gegenseitig auftheben, also die innere
Verformungsenergie gleich der verrichteten Arbeit auflen ist.

=1L, -T1, =0

L 7”2 L ’2
0= ~[E~I~_[Ow (x)-dx—F~L)w (x)-dx} = F,=E-I-

1
2

Mit dem Verschwinden des Potentials kann also direkt die kritische Druckkraft Fx aus dieser
Gleichung berechnet werden, wobei hier noch die offene Frage im Raume steht, welche
Biegelinie w(x) in der Gleichung zur Anwendung kommt.

Fiir den Knickfall 1) setzen wir daher zur Probe erst einmal die Losungsgleichung der
Biegelinie ein, die schon auf Seite 7 zur Sprache kam. Diese eingesetzt als Ansatzfunktion in
die obige Gleichung fiir die hier angegebene Knickkraft miisste schlussendlich dazu fiihren,
dass die Gleichung erfiillt und bestétigt wird.

w(x)=C, -sin(& - x)+ C, -cos(& - x)

) wobei bei Fall 1) C2=0
w,(x)=C, -sin(& - x)
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’ 72

w, (x)=C,-a-cos(a- x) w, (x)=C-a*-cos’(a-x)
” 7”2
w, (x)=—-C, -0’ sin(a- x) w, (x)=C’-a' sin*(a-x)
_[Lw”z(x)-dx Clz~a’4~L[a'~x—sin(a’~x)~cos(05~x)]g
Fe=E-1-2%——— = F=E-I- 210‘
_[0 w(x) - dx c’ -052-E[a-x+sin(05-x)-cos(a-x)]g

o’ [a‘ L—sin(a-L)-cos(a- L)]

~E o esin(a - 1)-cos(a- L)

Da die gewihlte Ansatzfunktion den Randbedingungen geniigen muss, bedeutet das fiir den
Knickfall 1), dass bei x = L. die Durchbiegung w(0) = 0 sein muss, also sin(aL) = O ist!
Dadurch reduziert sich die Gleichungsform zu:

@la-L]

=E-I1 o ed.
[0{-L] a q.e

F,=E-I

Hier bestitigt sich die Definition von 02 von Seite 7. Die Eigenwerte fiir oL ergeben sich mit
der Erfiillung der Randbedingung sin(al) = 0.

Betrachtet man sich nun neben Fall 1) noch die anderen Knickfille, dann kénnen sofort auch
die Fille 3) und 4) fiir die hier abgeleitete Gleichung zugeordnet werden. Bei Knickfall 2) ist
noch das seitliche Ausbrechen des Stabes zu beriicksichtigen. Da wir aber mit dem Eintritt der
Instabilitdt (F = Fk) am Stab noch keinerlei Querkrifte vorliegen haben, die eine Arbeit am

System verrichten konnten, gilt die Gleichung fiir alle 4 Knickfille.

J.Ll(x) w?(x)-dx
4 E-=

FK L
Iw’z (x)-dx
0

Dieses Verhiltnis wird allgemein als Rayleighscher Quotient bezeichnet. Der Vorteil bei
dieser Gleichung besteht darin, dass man nun auch iiber angendherte Ansatzfunktionen von
w(x) eine Niherungsformel fiir die Knicklast vorliegen hat. Das konnte in dem Fall sein,
wenn beispielsweise die Querschnitte entlang der Stabachse nicht konstant sind, also sich
kontinuierlich dndern [ I = I(x) ] oder sogar Spriinge machen (bei Wellenabsitze). Dann lésst
sich die Biegelinie nicht mehr so einfach und direkt angeben.

Hiermit eroffnet sich dann aber die Ritzsche-Methode, bei der entsprechende
Niherungslosungen angesetzt werden, die aber den Randbedingungen geniigen miissen. Das

kann auch eine Summe aus mehreren Ansatzfunktionen sein, zu welchen dann ein
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Gleichungssystem erstellt wird. Denn zu jeder Nédherungsfunktion wi(x) wird es demnach
unbestimmte Ansatzkoeffizienten Ci geben, die durch die Variation dieses Parameters
bestimmt werden konnen.

w(x) =Y C;-w(x)
i=1
Fiir das Problem der Knickstédbe gilt folgende Aussage zum Potential IT:

§M=0 =6 (52 ng=0

Mit der Variation der Konstanten liefert die Extremalbedingung des Potentials P die
Moglichkeit, ein Gleichungssystem aufzustellen:

M=T1 -1 =+ |E -1 ["w2x)-di—F-["W () dx | = Extremal
— 4 a_E' ’ 'JOW (x)-dx ‘IOW (x)-dx | = Extrema
o Hza—n-5 C, =0 mit i=123,...n

oC.

1

Man nennt dieses System aus Gleichungen die "Ritzschen Gleichungen", die aus folgender

Aussage erzeugt werden:

ol

—=0 mit i=123,..,n
aC,

Das Potential IT besitzt daher eine funktionale Abhéngigkeit hinsichtlich der "variablen"
Koeffizienten, die zu einem Gleichungssystem fiihren.

n=r11(c,c,..cC,)

Zur Bestitigung der Energiemethode sollen nun noch weitere Knickfille durchgerechnet
werden, wobei beim Knickfall 2) die Losungsgleichung aus dem Abschnitt 1.2 herangezogen
werden soll, beim Knickfall 3) noch einmal dieselbe Ansatzfunktion durchgespielt wird und
bei 4) abschlieend eine Ndherungslosung (Polynom 3. Grades) zur Hilfe genommen wird.

Berechnung der Knickfille mittels der Formel von Seite 22:

LL w(x)-dx

1 Ly L,
0:—-[E-1-j w (x)-dx—F-j w (x)'dx} = Fe=E-1-*%
2 0 0 Lw’z(x)'dx
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Ansatzfunktion fiir Fall 2):

w(x)=C, -cos(ax-x)+C,

w(x) =—C, - a-sin(a - x) = w?(x)=C,” -’ -sin’*(a-x)

w(x)=—C, &’ -cos(a- x) = w2 (x)=C,” a* cos’(a- x)

Da keine Biegemomente an der Endstelle x = L vorliegen sollen, gilt die Randbedingung:

W(L)=0=-C, o’ cos(@-L) = azﬁ

Dabei sei o hier mit dem kleinsten Eigenwert angegeben, der uns zur Losung bzw.
Bestitigung der Energiemethode fiihrt.

L
I W”z(x)‘dx C22 0{4|:)26+4-10651n2(20{x)j|
F,=E-1-= ; =E-1 g
,[ W) - dx CZ2 az[x—l-smz(Za x)}
2 4o 0
sz-a4[2+4 sin®(2ar L)} a’z[L+0} 2
F.=E-I 7 10{ =E-I I =E-I-0(2=E-I-(Lj
sz-az[—-smz(Za-L)} [—O}
2 4o 2
E-I (7°
F, = 2 (T] q.ed

Ansatzfunktion fiir Fall 3):

Wir nehmen hier dieselbe Ansatzfunktion wie im vorherigen Fall, weil diese Funktion
ebenfalls den Randbedingungen fiir den Knickfall 3) geniigen kann.
w(x)=C, -cos(ax-x)+C,

w(x) =-C, -a-sin(a- x) = w?(x)=C,"-a® -sin*(a - x)

w’(x) =—=C,-a* cos(a- x) = w?(x)=C," -a*-cos*(a-x)

Da an den Endstellen x=0 und x=L Einspannungen vorliegen, gelten die Randbedingungen:

w(0)=0=C,-cos(a-0)+C, =C, +C,
w(L)=0=C, -cos(a-L)+C,
2.7

w(L)=0=-C, - sin(a-L) = a:T
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Dabei sei o wiederum mit dem kleinsten Eigenwert angegeben, der uns zur Losung fiithren
soll. Wir treffen also sofort auf die Aussage:

Das ist ebenfalls genau die hergeleitete Eulersche Knicklast aus dem Abschnitt 1.2.

Fiir den letzten Knickfall soll nun eine Ansatzfunktion gewihlt werden, die etwas von der
Losungsgleichung abweicht, aber dennoch den Charakter der Biegelinie entspricht und
weitestgehend die Randbedingungen erfiillt. Hier bietet sich ein Polynom 3. Grades an, dessen
Kurvenverlauf eine doppelte Nullstelle im Punkt 0/0 hat und die x-Achse wie gefordert bei
der Stelle x = L schneidet.

Ansatzfunktion fiir Fall 4):

wx)=C-x*-(x—L)

Cx¥(x-L)

o~ /
\/

wx=C-(3x-2Lx) =  wx)=C-0-x-12LX+4.I x)

wW@=C-(6-x-2-L) =  w?x)=C>-(36-x"-24-L-x+4.1?)

36 5 24, o7
J-LW’,z()C)‘dx C |:3)C _7Lx +4L'x
FK:EIOL—:EI (Z
[0 dx |2 - dpe
5 4 3 0
3[1h _ . .
FooE.I Cli2—12+4] =E21-i=E2]'30
P[0T 2L
15 15
FK:EIJZIJL'Z-3,04... anstatt FE4:EL‘21 w4
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D.h., der gewihlte Niherungsansatz fiihrt daher auch nur zu einer angeniherten Knicklast, die
etwa 3% des theoretischen Wertes (nach Euler) entspricht. Man erkennt daran, dass es schon
von dem Néherungsvermogen der Ansatzfunktion abhédngt, wie nah man an die theoretisch
korrekten Werte herankommt. Die Stirke der Ritzschen Methode liegt daher darin, die zur
Anwendung kommen zu lassen, wenn die elastische Biegelinie w(x) nicht mehr exakt
ermittelt werden kann oder sogar unmoglich zu bestimmen ist. Solche Fille kénnen dann
auftreten, wenn beispielsweise der Knickstab keinen konstanten Querschnitt mehr aufweist,
sondern vom Léangsachsen-Parameter x abhingt.

Damit hitten wir als dritten Losungsweg die Anwendung der Energiemethode mit Hilfe des
elastischen Potentials beleuchtet und dariiber hinaus eine Methode dargestellt, die das
Arbeiten mit angendherten Ansatzfunktionen bzgl. der elastischen Biegelinie ermoglichen.

1.5 Bestimmung der Biegelinie eines elastischen Knickstabes:

Bisher wurde in den vorangegangenen Abschnitten die Suche nach der kritischen Knicklast
behandelt, ab welcher der in Léngsrichtung belastete Stab in die Instabilitdt wechselt. Eine
Aussage iliber die Amplitude der Biegelinie bzw. iiber die wahre Verformung am Stab im
iberkritischen Bereich liefern diese Methoden nicht, weil die Biegemomente in diesen Fillen
vereinfacht in Beziehung mit der zweiten Ableitung w" (x) gesetzt wurden, also eine
Linearisierung des Problems vorliegt. Das Biegemoment ist jedoch proportional zur
Kriimmung K(x), wodurch die Differentialgleichungen nichtlinear werden und somit mehr
Aufwand fiir die Losung des Problems erfordern, was dann iiber das Bestimmen der
Eigenwerte (Knicklasten) hinausgeht.

Die Berechnung der Elastika des Knickstabes iiber die unverdanderte Kriimmungsformel (ohne
Linearisierung) soll im Folgenden dargestellt werden. Hierzu wechseln wir ausnahmsweise
die Koordinatenbezeichnung und bezeichnen die Lidngsachse des Stabes mit y(x) und die
Durchbiegerichtung mit x. Unser Ausgangsproblem soll der Knickfall 1) sein.

max. Auslenkung bei y(L/2)

Kurvenlinge L*

N
O T
Fall 1
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Die Kriimmungsformel lautet:

K(x) — y”(x) = _Mh(x) — y”(x)

(Vi+ (y’(x))zf B (e (y’<x>)2]3

Die Schnittlasten (wie schon in Abschnitt 1.1 angegeben) sind dann:

wenn I, =1 =const

Fy, =-F*
M, =F,x=F*x

Die Differentialgleichung zum Problem lautet damit:

Kkoy="Mow o YW —F*x_ Yy

- (\/1+(y’<x>)2]3 TR (\/1+(y’<x>)2]3

Die Kriimmung ist also proportional zur Auslenkung x, wodurch wir nun ansetzen, dass ...

-K(x) F*
2x 2E-1

K(x)=-2-C,-x = =C >0

Zur weiteren Behandlung der Problematik soll folgender Ausdruck nach dx abgeleitet werden.

, a2y
_ - A1 2y =2 2
dal|_ ¥ :y T 2\1+y? _ Y (+y?)-y2 ey
o | (7
dl v |y Y
E_J1+y’2__(1+y’2)3_K(X) = [K(x)-dx= l+y,2+c

Die Integration der Kriimmung K(x) fithrt damit zur Form:

[K)-dx=[-2-C - x-dx==C-x+C

> L _-— ¥+c

Die erste Ableitung y '(x) gibt die Tangentensteigungen entlang der Kurve an:
V() = tan(p(x)
Dadurch lésst sich die Gleichung weiter umformen in:

y _ tan®y)
J1+y? 1+ tan’ @)

=sin(y) =-C, - x>+ C,
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Fiir die Randbedingung y(x=0) ergibt das die Konstante C2:
siny,)=C, mit (C,+1)>0

An dieser Stelle wird eine Hilfskonstante  eingefiihrt:

7 :%-(l+sin(%)):%-(l+C2) bzw. 2-x*-1=C,

Als eine weitere Randbedingung soll nun gelten, dass das Linienintegral L* der Biegelinie in
Ginze zur Ausgangslidnge (Stabldnge) L fiihrt.

X max

L¥=L=2. j 1+ y7 - dx

x=0

Als néchster Schritt wird die Variable x von einem weiteren Parameter ¢ abhingig gemacht,
wobei folgende Parameterdarstellung gelten soll:

x=x(g)= \/Cz - x-cos(p)

Der Laufparameter ¢ besitzt dann die Werte im Intervall [0 ; t/2].

xmax=X(¢=0)=\/Cz-x und  x,=x(¢=7/2)=0
1

Aus der Integration der Kriimmung K(x) hatten wir einen Ausdruck erhalten, der jetzt noch
weiter umgeformt werden soll, so dass er fiir das Linienintegral besser passt. Zuerst wird
quadriert und dann weiter umgestellt.

’ 72 72
Y _govrc, = 2
1+y” I+y I+y

=1-(c,-c -x*)

72

1+y/2_ y? 1
1+y7 1+y7

Nun wird noch die Parameterform von x(¢@) eingesetzt und der Ausdruck in das Linienintegral
eingefiigt.
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1+y,2: 1 — 1
2
2-x —1)-2
(e, 2 4 cos (¢)] (272 -1)-2- 2% cos’(p))
1
l+y,2: 1 = 1 — 1
—(2~,1’2~(1—c0s2(¢))—1)2 1—(2';(2'sin2(¢)—1)2 1—4'}(4'Sin4(¢)+4'}(2'5m2(¢)—1
1+y,2: 2 . 2 ! 2 . 2 = 1+y,2:
4- 2 -sin*(p)- (1 2 -sin’ () 2- x-sin(p \/1 -sin’
L¥=L=2- |{1+y? -dx=2- -dx
XJ;O io 2. y-sin(p \/1 -sin’

Jetzt muss das Integral noch an den Parameter ¢ angepasst werden.

de do

d[ z-z-cos(co)}
d[x(¢)]: \/;1 z_\/cz,z_sm((p) = dx:_\/cz.z.sin((p)-d(p

2 .
=0 Ve ‘Z‘Sm(¢) [ e |

g2 2+ -sin(g \/1 -sin’ G L \/1 -sin’

Es ergibt sich also ein vollstandiges elliptisches Integral erster Gattung F (7/2 , ).

Q=r/2
Ls=L=2. /1 f d(p - | 2. F . )
G 2 \/1 -sin” 2C, 2

mit  y= \/é -(1+sin(y,))

Das elliptische Integral kann als Reihenentwicklung auch so geschrieben werden:
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Mittels der Losung des Linienintegrals ist nun auch eine Bestimmung der kritischen Knicklast
F*K moglich, wenn die Linge zuvor quadriert wird.

1 V1 . F*
4. F* (=, mit =C
2C, ) 2E-1

L=

T F* E-1
L2C=4F =L p— = F=—p

) T
Z’Z)

Nun muss bei der kritischen Knicklast F*k die Randbedingung vorausgesetzt werden, dass
noch keine Verformung am Stab eingetreten ist, also ¥ = 0 sein muss, weil dann Xmax = 0
sein soll.

/2
X, =XxX(@=0)= E-;(K:O =¥ =0
1

somit F (&, x,=0)=

Das ist die Bestétigung fiir die schon bekannte Eulersche Knicklast vom Fall 1).
Eine Moglichkeit dahingehend, eine Parameterdarstellung von x(¢) / y(®) zu erhalten, ist mit
der Integration von y“(¢) nach d¢ gegeben.

1
1-(c,-¢,-»*)

=—C1'362+C2 = 1+y'2=

s _1-14(C,-C 2 Ly (c,-c %)
1-(c,-¢,-»*f Ji-(c,-¢ - 2)

y = (2-)(2—1) 2- 7% cosz( ) _ 2.7 (cos2(¢) 1)—1
2. y-sin(p \/1 2.sin’(p) 2-;{-s1n \/1 -sin’

Y = 2. ){2 sinz(go) 1 _Q

2.y -sin(p \/1 -sin’ dx
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dy d d 2. % -sin’ 1 2 .
dy _dy dx _ ;{ i ((0) , _\/:_Z.sm((o)
dp dx dp 2. z -sin(g \/1 -sin’ G

dy = 1-2- 7 sm((p)

= ~d
\/2 G \/1 -sin’ v
2-(1- 2 -sin2(¢))—1 1 \/2— 1
= -d - 2. 1= 7 d
1/2 C - \/1 -sin® v 2-C A \/1 -sin? v
= ylp)= V1= 2 sin*(p) - dp- -dg
|: o= !rlz ¢;';[/z -sin ((0) :|

Bei dem ersten Integralausdruck handelt es um ein elliptisches Integral 2.Gattung Z (¢,x) und
beim zweiten Ausdruck um das schon erwihnte 1.Gattung ‘F (@,x). Diese Werte miissen fiir
jedes @ berechnet oder, sofern entsprechende Tabellenwerke vorhanden sind, aus dieser
Zusammenstellung dann entnommen werden.

_ 1 [2.E(gp,z)—z-E(g,;{J—F((P,Z)JFF(%’Zﬂ

= y(¢)_\/ﬁ
1
. 2 1 . 2 L7
mit x(¢)=1/a‘z‘cos(¢) Z:\/E'(1+Sm(l/fo)) C=7 F' ()

Um die Biegelinie zu erzeugen, wihlt man sich eine Anfangssteigung W(x=0) und berechnet
sich die Hilfskonstante % . Auflerdem ldsst sich iiber das vollstindige elliptische Integral 1.
Gattung die Konstante C1 bestimmen. Dann ldsst man bzgl. x und y den Parameter von ¢=0
bis @=m/2 durchlaufen. Als Ergebnis erhilt man schlieBlich eine Hilfte der symmetrischen
Biegelinie von x0 bis Xmax.

Da bei der Stabknickung ab dem Erreichen der kritischen Knicklast die Verformungen sehr
schnell zunehmen (Instabilitit), wire eine Betrachtung der sich einstellenden Verformungen
nur sinnvoll, wenn die Druckkraft geringfiigig groer als der kritische Wert ist. In diesem
Zusammenhang soll vorausgesetzt werden, dass die Auslenkung xmax sehr klein ausfillt. Die
Hilfskonstante x lduft dann gegen einen ebenso kleinen Wert €. Betrachtet man also den
Anfangszustand der Ausknickung, dann lédsst sich eine Relation zwischen der maximalen
Auslenkung und der Druckkraft F* ableiten.

X — € wobel £<<l1
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Die Reihenentwicklung vom vollstindigen elliptische Integral F (7/2,%) kann dann nach dem
zweiten Glied abgebrochen werden und trotzdem noch als gute Anndherung gelten.

(i o) o2 e 5 [T

Die maximale Auslenkung berechnet sich dann mit:

max

max

Die Druckkraft F* ldsst sich auf diese Weise berechnen, wobei F* nur geringfiigig grofer als
FK zu sein hat (Anfangsvoraussetzung).

2 2 2
F>z<=E'21.4.F2(£’g)zE'21.4.(£j : p{lj e
L 2 L 2 2

*.]2
= &=_/2: F L2—1
E-I-7

Das € kann jetzt in die Gleichung fiir xmax eingesetzt werden.

*.J2 _F.]. 7% ¥ 72 _ . T2
Xmaxz2.£.522.£. 2. F*L EZI 7 g. F*-L 1:;1 T
T

LZ

Uber die Definition der kritische Knicklast kommen wir zum Resultat der Auslenkung:
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D.h., wenn F* = 1,005+F*K ist, dann wére die Auslenkung xmax = 0,064+L.
Da ja die kritische Knicklast F*K @hnlich so grof ist wie die Druckkraft F*, kann man die
Gleichung fiir xmax als Ndherungslosung auch so schreiben.

F*L-E-I-7 .
xmaxz\/S-( - ”J weil Fr=F*,
T

Hinweis: Sobald die Druckkraft F* weiter zunimmt, also in der Grofle dem kritischen Wert zu
sehr iiberwiegt, haben diese hergeleiteten Formeln keine Giiltigkeit mehr, da mit der
einsetzenden Instabilitdt die Auslenkungen der Biegelinie jetzt GroBenwerte annehmen, die
nicht mehr den Ausgangsvoraussetzungen entsprechen (mit y — £ und € <<1).

1.6 Bestimmung der Biegelinie eines elastischen Knickstabes per Iterationsverfahren:

Im Abschnitt 1.5 konnte die Differentialgleichung fiir den Knickfall 1) in der Form geldst
werden, so dass schlussendlich iiber die elliptischen Integrale eine Aussage iiber den
Biegeverlauf moglich gewesen ist. Eine weitere Variante besteht darin, die nichtlineare
Differentialgleichung trickreich in eine Form zu bringen (Nidherung), die dann iiber die
Methode der Iteration schrittweise berechnet werden kann.

Dazu soll wiederholt der Knickfall 1) zur Anschauung dienen, wobei in diesem Beispiel die
Durchbiegung mit w(x) und die Léngsachse des Stabes mit x bezeichnet wird.

max. Auslenkung

dw

ds

AN
70
Fall 1
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Die Ausgangsgleichung lautet somit:

_Mh()o W”(x) — F*w(x) W”(x)
K(x) = E ) I = 3 - E . I = 3
( 1+(w'(x))2j [\/1+(w'(x))2j
_F*W(x) — W”('x) . :d—a:a:i[arctan(d_wJ}:_wZW(x) #)
E-I PENY ds ds dx
(Vi+ (o))
. 2 F*
mit w =
E-I

#) Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die sich Kriimmung als Ableitung des
Tangentenwinkel o nach der Bogenlidnge s berechnet, also der zweiten Ableitung eines
Radiusvektors r(s) entspricht.

Fiir die weitere Herleitung ist es von Vorteil, die Biegelinie anstatt von x von der Variablen s
(der Bogenldnge) abhidngig zu machen.

2
Es gilt dann: c;_w =w=sin(a) = cfi VZV =Ww=d-cos(a)=—a" - w(s)-cos(c)
s s

Fiir unsere Betrachtungen kommen wiederum nur sehr kleine Auslenkungswinkel o in Frage,
so dass einige Vereinfachungen daraus folgen.

1
cos(a')zl—%a'z sowie w=sin@)=a = cos(a')zl—zwz

Die Differentialgleichung lautet jetzt:
1.
W+ @ -w(s)-cos(@)=0 => Niherung: Ww+a@" -w(s) -(I—szj =0

. 1 )
= w+a)2-w:§a)2-w2-w

Diese Gleichung gilt es nun zu 16sen, wobei die rechte Seite der Gleichung den Zweck
erfiillen soll, dort iterativ mit den Nidherungslosungen wi(s) zu arbeiten. Gestartet wird mit
einer Ansatzfunktion wi(s), die der Losung der homogenen Differentialgleichung geniigen
soll.

. 1 : .
w+a)2-w=§a)2-wlz-w1 mit W+ w =0
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Die allgemeine Losung ist gegeben durch:

w (s)=C, -cos(@ - s)+C,-sin(@) - 5)

Das Einsetzen der Randbedingungen ergibt dann die Form:

w(0)=0=C und w(L)=0=C, -sin(@ - L)
2
L=t = a="

mit dem Eigenwert: 2

sowie: w(LI2)=w,__ =C,- sin(%) =C,

2

.. 1 i 1 .
= w+a)2-w:§a)2 W w, :Ea)z-a)l2 W max -cos> (@ - s)-w,_-sin(a@ - s)

Der Ausdruck ldsst sich mit Hilfe eines Additionstheorems weiter vereinfachen, weil ...

2-cos ((p) sin ((0) =sin (2 . (0)

2-co8(p)sinlg) =sinf 52 co 2020 S0 sinly)

= cos(p) sinfp) =S ‘Pl+ sin(p)

Damit lautet die Differentialgleichung (1.Iteration) jetzt:

= Wt - w:éa)2 @ W nax - (sin(3- @, - 5)+sin(a@ - 5))

Um diese Differentialgleichung fiir w(x) zu 16sen, soll ein den Randbedingungen geniigender
neuer Ansatz gewahlt werden.

Ansatz: W(S) =Wy = Winae - sin(aJ1 -5)+ A;- sin(3- - 5)

= W@ -w=-w__ @ -sin(@-s)-A-9 @’ -sin(3-@ - s)+ @ - (w

max

= t@w=w_ (0 -0")sin(@ s)+ A, (@ -9 @) sin(3 @ - s)

-sin(a)1 -5)+ A, -sin(3-a)1 )
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Diese Gleichung muss mit der obigen Gleichung der 1.Iteration wieder gleichgesetzt werden.

w (& @ )-sin(@ - 5)+ A, - (0> -9 @ )-sin(3- @, - 5) =éa)2 @ W - (sin(3- @, - 5)+sin(, - 5))

Der Koeffizientenvergleich liefert dann die beiden folgenden Gleichungen:

w (@ - @) sin(w - s)= 1w @ W sin(@ -s) = (@ -ah)= %wz @ W

A (@ -9 @) sin(3- 0 -s):la)2 0 W -sin(3-@ - s) = A, -((02—9~(021)—éw2 @ W

Setzt man beide Gleichungen miteinander in Beziehung so ergibt sich:

(@ -o")

- Wmax.(a)z_w21):A3.(a)2—9-a)21) = A3:Wmax'(m)

—m? *
mit  w_ = |8 a)2 (021 o = F wlzzﬂ'_z
- E-I1 L
F* 7° F*L'-x°-E-I
~ E-1 I ~ E-I I ~ F*.I12 g2 E.1
= Wom = Fe z2 F* 1 N\ F*n
E-1 I E-1 I

Das ist dieselbe Aussage wie fiir die maximale Auslenkung aus Abschnitt 1.5, womit die
Methode iiber das Iterationsverfahren (bei 1x Iteration) zum selben Zielergebnis gefiihrt hat.
Aus dieser Gleichung fiir wmax lédsst sich sofort die kritische Knicklast ablesen, weil in diesem

Fall die Auslenkung gleich Null gesetzt werden muss.

T E-1

= F*L-7"E-I=0 = F* ="+
L

Da fiir die gewihlte Betrachtungsweise wieder gilt, dass ...

F*r=F* und F*>F* sowie —= =
K K 2 F*,
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Die zweite Konstante A3 errechnet sich dann auf diese Weise:

F*
E-1 I*

4 (@ — ) F*I>-7°-E-I
=W max * =W max =W max *
’ (@ -9-0?) F . F*[’-9.7* E-]
E-I r
bzw.
2 2
w w
(a)21 _1) (a)21 _1) 1 ( &
A=W s - —% T =W —5 1 (angendhert)
1 8 \w

Die Konstante A3 ist in unserer Betrachtung vernachldssigbar klein, wodurch sich die
elastische Biegelinie in groBer Anniherung so schreiben wird:

W(S)zwmax'Sin(wl'S)=\/8.(F*'L - .E'IJ'Sin(%-sj

F*.7?

1.7 Die Knickbiegung und ihre Biegelinie im unterkritischen Bereich:

Bei den vorgegangenen Fillen wurde die Knicklast(Druckkraft) stets zentrisch in die
Lingsachse des Stabes geleitet. Im Fall der Knickbiegung soll die Drucklast mit einer
Exzentrizitit wirken, was der Realitdt bei Stabprofilen schon eher entspricht. D.h., mit der
Exzentrizitit e des Kraftansatzpunktes resultiert schon im unterkritischen Bereich eine
Verformung des Systems aufgrund der vorliegenden Biegemomente im Stabbereich.

Fiir die folgende Skizze (Knickfall 1) gilt:

F-wx)=M,  =—E-I1-w(x)

Eine den Randbedingungen gerecht werdender Ansatz wére dann:

. . F
w(x) = C,sin(a - x) + C, - cos(& - x) mit o’ = =7
Die Randbedingungen lauten:
4 L . ‘ L
Wiy =C, =€ und Wiy =0=a-C, cos( 0{2 )— o-C,- s1n(a7j

- M(c(“;j(%)j = G=ew(%E)
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max. Auslenkung

mitw(x)=e .,wennF =0

N : —> W(Xx)
Fall 1

Die elastische Linie (unterkritisch!) wird damit beschrieben durch die Gleichung:

wx)=e- tan( @

) J-sin(a-x)+e-cos(0{-x) fiir F <F,

Fiir die Stelle x=L/2 ergibt sich dann ein Biegungspfeil wmax von:

ot m{5) i o))

COS

Mit der definierten Eulerschen Knicklast aus Fall 1 (Fe1) kann der Eigenwert o durch eine
Krifterelation ersetzt werden.

L:”“?
SIE
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Der Verlauf der unterkritischen Durchbiegung startet bei dem Wert der Exzentrizitdt e, wenn
F=0 ist, und nimmt dann mit einer abfallenden Tendenz weiter zu und erreicht einen
theoretisch unendlichen Wert, wenn die kritische Knicklast Fe erreicht wiirde. Die Kurve
nihert sich asymptotisch der Knicklast FE an, wobei es sich nur um eine idealisierte
Anndherung handelt, weil der wirkliche Verlauf geméd der Problemstellung
(Differentialgleichung) nichtlinearer Natur ist. Da der Stab durch das Mall e auf Biegung
beansprucht wird, des Weiteren aber in Lingsrichtung auf Druck belastet wird, spricht man
hierbei von der ,,Knickbiegung*.

die max. Auslenkungen
F oA hinsichtlich der Druckkraft F

unterkritischer Bereich
F < Fr:

>
e Wmax

Da sich die Berechnungen hier auf den unterkritischen Bereich beziehen, kann die in diesem
Abschnitt abgeleitete Formel fiir wmax mit den géngigen Berechnungsformeln fiir die
Durchbiegungen eines Biegebalkens (mit Randlastmomenten) verglichen werden. Es handelt
sich dann um einen gelenkig gelagerten Balken mit Lagerabstand L. An den beiden
Gelenkstellen A und B wirken dann die Momente +/- F=e . Es sei aber angemerkt, dass dieser
Lastfall nur hinsichtlich Momente (Kréfte) anzuwenden ist, die noch weit von der Knicklast
entfernt sind. Die Durchbiegung beriicksichtig nicht die Lastverinderung am verformten
Stab/Balken, so wie es die Theorie 2.0rdnung erfordern wiirde.

max. Auslenkung

K )I

Die Durchbiegung errechnet sich mittels der Superposition der beiden Lastfélle a) mit Ma und
b) mit MB an den Lagerstellen. Diese Formeln konnen der Fachliteratur entnommen werden
(z.B. aus dem Dubbel [5] ).
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e R e (3 2

Diese Gleichung wiirde sich auch ergeben, wenn man den anfédnglichen Ansatz fiir die
Durchbiegung w(x) wie folgt gewihlt hitte:

Ansatz:

w(x) = C, -(%)+c2 (%)2 te = Wk =%+2-%-(%) = W)= 2-%
Randbedingungen:

wl)y=e=C,+C, +e = 0=C +C,

resultierende elastische Linie:

+F.e I 1} 1}2 F-I . F, ' E-I
W =————|=|-|=| |+te=e- +1 mit =
2.E-1 |\2) (2 8-E-I F L

Nun soll auch gezeigt werden, dass die beiden hergeleiteten Formeln fiir die maximalen
Durchbiegungen im unterkritischen Bereich nahezu identisch werden, wenn die Druckkraft F
gegen einen Wert Null 14uft.

2
= ¢ Wiy =€ | — —+1 mit i.”_:5_>()
F, 4



41

D.h., sofern die Druckkraft F noch relativ klein gegeniiber der Knicklast Fe1 ist, ndhern sich
die beiden Aussagen stark an. Im Fall F— 0 unterscheiden sich die Werte nicht mehr
voneinander. Setzt man entsprechende Werte ein, dann ergibt sich ein relativer Fehler von
maximal 5%, wenn F/Fe1 < 0,20 ist. Nihert sich die Kraft F immer mehr Fei1, dann weichen
die Ergebnisse jedoch erheblich voneinander ab, weil der Kosinus-Term im Nenner der einen
Gleichung (wmax 1) gegen Null lduft, somit dann unendlich groe Werte fiir die Durchbiegung
liefert, wihrend die andere Gleichung (wmax 1) nur linear-elastisch anwéchst. Fiir Druckkrifte,
die sich der Region der Eulerschen Knicklast ndhern, ist daher die Biegelinie von wmax 1 zu
verwenden, weil sich hiermit auch die Theorie 2. Ordnung vereinbaren lidsst. Denn das
Biegemoment ist in diesem Fall F+w(x), also eine Variable der Verformung. Bei den
Randlastmomenten des anderen Falls bezieht sich dieses Moment Fxe¢ immer auf denselben
Abstand (Exzentrizitit) e = konstant .

1.8 Die Knicklast als Merkmal der verschwindenden Eigenfrequenz:

Bisher sind alle Methoden zur Bestimmung der Knicklast davon ausgegangen, dass sich das
Systems in einem statischen Gleichgewicht befindet (Krifte- und Momentengleichgewicht)
bzw. das die Verformungsenergie mit der dufleren Arbeit gleichgesetzt wird. D.h., beim
Knickstab sind keinerlei dynamische Betrachtungen zur Anwendung gekommen, da ja auch
keine kinetischen Beitrige zu erwarten sind, wenn eine Druckkraft bis zur kritischen
Knicklast gesteigert wird.

Im Folgenden werden die Eigenfrequenzen eines Kontinuumsschwingers behandelt, der
dieselben geometrischen Eigenschaften und Lagerungsbedingungen aufweist wie die
Eulerschen Knickfille. Als Rechenbeispiel sei wiederum der Knickfall 1) ndher betrachtet,
um eine besondere Parallele zwischen der Stabknickung und Stabschwingung (Transversal-
schwingung) herauszuarbeiten.

Im ersten Schritt wenden wir uns wieder der Energiemethode zu, indem ein weiterer
Energieterm (kinetischer Anteil) hinzukommt und in die gesamte Energiebilanz einbezogen
wird.

Fiir die potentiellen Energie IT des Gesamtsystems ergab sich laut Abschnitt 1.4:

- = e o dee F w0
m=1I, Ha_z[Ele (x)- dx FLW (x) dx}

1

Diese Differenz ist dann gleich Null, wenn die kritische Knicklast F=Fk erreicht wird. Ist die
Kraft F jedoch unterhalb dieses kritischen Wertes, dann ist diese Energiedifferenz groBer als
Null. Gehen wir also davon aus, dass dieser Stab nun mit seiner Eigenfrequenz ® (in diesem
Fall die 1. Eigenfrequenz) um seine Null-Lage (Langsachse) schwingt, dann handelt es sich
um eine harmonische Schwingung (zeitabhédngiger Sinusverlauf), deren Energie genau dieser
Energiedifferenz entsprechen muss. Die kinetische Energie fiir jeden Punkt des Stabes
hinsichtlich seiner bestimmten Auslenkung w(x,t) ldsst sich dann mit folgendem Integral
berechnen.
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L L L
I1,, :%-p-A-a)ZJ-wz(x,t)-dxzni —1I1, =%-[E-I-Iw”(x,t)-dx—F-J'w'z(x,t)-dx}
0 0 0

= E-I-Iw”z(x,t)-dx—F-J.w'z(x,t)-dx—p-A-a)ZJ.wz(x,t)-dx=0
0 0 0

Fiir diesen Fall sei A die konstante Querschnittsfliche des Stabes und p die Dichte des
Materials. Die zeitliche Abhdngigkeit der Biegelinie w(x,t) eliminieren wir nun auf die Weise,
indem einfach davon ausgegangen wird, dass die Auslenkung wo(x) zu einer Zeit to vorliegen
soll. Dann reduziert sich das Problem nur auf die Variable x und es die Gleichung gelten:

E-I-J:)Lwo”z(x)-dx—F -J:)Lwo,z(x)-dx—p-A-a)ZJ:)Lwoz(x)-dx=O

Als Ansatzfunktion fiir die 1.Eigenform bietet sich wieder an, eine Sinusfunktion zu
verwenden.

wo(x)zC-sin(/l-%j mit woz(x)zcz-sinz(/l-%j

W (x) = c-i-cos(/l-fj mit w (x)=C> -(ijz -cosz(/i-fj
0 L L 0 L L

wo”(x)z—c-(&j -sin(/l-fj mit wom(x)zcz-(&j -sinz(/l-fj
L L L L

: L .
geltende Randbedingung: w,(L)=0=C" Sln(ﬂ . Zj =C- Sln(ﬂ.) = A=nrx

Dann ergeben sich die Energieterme:

4
IT, :l'E'I'ILW”Z(X)'dx=l~E'I'C2'(iJ ~_[Lsin2(l-£)dx
2 0 2 L 0 L

3 L 2 3
Hizl-E'I-CZ-(iJ 1, X —sin (l-ﬁJ-cos(l-ﬁJ _EIC (i) L
2 L) 2 L L), 4 L
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H""”_%"O A wz'josz(x) dx:%.p A-@-C? I smz(ﬂ'%)dx
1 L o
Hkin:l.p.A.wz-CZ.(&J l ¥ —sin (2‘1)'008(2-1) :M-L
2 L 2 L L), 4(,1)
L

Daraus folgt dann die Energiebilanz:

2 3 2 2 2
Hi—Ha—Hkiﬁo:%-@ 1-7€ (ij LopAeC

4 2
— El(ij _F.(ij -p-A-@=0
L L

Die Eigenfrequenzen errechnen sich demzufolge mit:

. ﬂ.(ﬁj_L.(ﬁT:(ﬁ) ﬂ.(ﬁjﬂL
: p-A\ L p-A\ L L p-A\ L p-A

Fiir die kleinste Eigenfrequenz o1 wird hier A1 = T eingesetzt:

(S

Im Wurzelzeichen zeigt sich nun der bekannte Ausdruck fiir die Eulersche Knicklast mit:

E-I-7° ) [ 1
FE1: L2 = a)lz(zj m‘ﬁFEl—F

Daraus lasst sich nun ablesen, dass im Fall einer auftretenden Knicklast F=Fk=Fr1 die
Eigenfrequenz 1 den Wert Null annimmt, quasi verschwinden wiirde. Damit liefert diese
Gleichung eine weitere Erkenntnis iiber die Knicklast, dass diese erreicht wird, wenn die
Grundeigenfrequenz des Systems auf Null schrumpft. Wiirde man statt einer Druckkraft eine
Zugkraft einsetzen (Vorzeichenwechsel!), dann wiirden die Eigenfrequenzen mit steigender
Zugkraft ebenfalls zunehmen (dhnlich wie die Frequenzen einer gespannten Saite).

Wird die Kraft jedoch F = 0 gesetzt, dann resultiert aus der Gleichung die
Eigenwertbestimmung des unbelasteten Systems.

n-mw 1 |EIT-n*7* (n-x\ [E-I
F=0 = o-= . . > = .
L p-A L L p-A

Das sind in der Tat die Eigenkreisfrequenzen des beidseitig gelenkig gelagerten Balkens mit
konstantem Querschnitt und homogener Dichte.
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1.9 Die Knicklastbestimmung mittels der Differenzenrechnung:

Fiir den Problemfall 1) des gelenkig gelagerten Druckstabes soll an dieser Stelle noch das
Verfahren mittels der Differenzenrechnung angefiihrt werden. Mit dieser Methode wird ein
Gleichungssystem aufgestellt, welches als Anndherung der Differentialgleichung gentigen
muss, die fiir diesen Knickfall gilt.

Vorgaben zur Methode der Differenzenrechnung:

- der Druckstab wir in gleich groBe Stiicke zerlegt mit der Schrittlinge h = L/5

- das Flichenmoment I(x) soll entlang der x-Richtung variabel sein, jedoch zur
Stabmitte x = /2 weiterhin symmetrisch sein

- an den beiden Stabenden x =0 und x =L liegt das Bezugsflichenmoment I, vor

- anden Stellen x = 1/5 L und x =4/5 L liegt das Bezugsflaichenmoment A+l vor

- anden Stellen x =2/5 L und x =3/5 L liegt das Bezugsflaichenmoment B+ly vor

---------- ~1: I =Axlo

........ - 2 T2 = B*lo
i AU - 3 13 = B"‘IO
___________ B, 4 I4 = A=lo

w(X)
"""" -9 Is=1o

h=L/5

FAx= F

Das Differenzenverfahren bezogen auf die Differentialgleichung:

Die Differentialgleichung fiir den schon abgeleiteten Knickfall 1) lautet:

w(xX)+a’ - w(x)=0 mit ot =——

F
E-1
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Da wir in diesem Beispiel aber auch eine in x-Richtung abhingige Variabilitit bei dem
Flichenmoment I(x) vorliegen haben, verdndert sich die Gleichung nun in diese Form:

w(x)+a’- Ly w(x)=0 mit o =
1(x) E-I,

Im nidchsten Schritt gehen wir davon aus, dass es eine Biegelinie w(x) gibt, die entsprechend
der gestiickelten Abstidnde h entlang der x-Richtung die Werte wy, wy, ..., ws liefert. Bezogen
auf diese Unbekannten wird ein Gleichungssystem aufgestellt, welches aus der Bedingung der
Differentialgleichung folgt.

Um die Gleichungen aufstellen zu konnen, wird aber eine Methode benotigt, mit welcher man
die zweite Ableitung der elastischen Linie w(x) durch die Differenzbetrachtungen jener
Biegelinien-Werte wy, wi, ..., ws ausdriicken kann (nur angenéhert!).

1. Differentialqoutient wird durch Differenzenquotient angenéhert:

dw(x) - Aw(x)
dx Ax

mit Ax=h

Aw(x) _ w(x + Ax) — w(x) _ w(x+h)—w(x)
Ax Ax h

Die Lingendifferenz Ax wird dabei durch die Schrittweite h ausgedriickt.

2. Nochmalige Bildung des Differenzenquotienten fiir die zweite Ableitung:

d*w(x) _ AlAw(x))

- - mit  Ax* =h’
dx Ax

AAw(x)) _ Alw(x+h) —w(x)) _ [wlx+h) = w(x)]-[wx) - wx - h)]

AP h? h?
= W)= d;v:(zx) B w(x+ h) —2-2)2(x) +w(x—nh)

Das Aufstellen des Gleichungssystems:

Die Werte wy, wi, ..., ws werden nun in die Differentialgleichung eingesetzt und ergeben
dann insgesamt 6 Gleichungen, die zu Null werden miissen (homogenes Gleichungssystem).

. Wl_z.woh-zl—w(O—h)_'_az‘%WO:O
IR w2—2]-1:v1+w0+a2.%.wlzo
IIL: W3_2}’;”2+W1+a2% w, =0
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IV: w4—2-:v3+w2+a2.l w, =0
h B
V: w5—2-zv4+w3+a2‘l.w4_0
h A
VI W(L+h);122'W5+W4+a2-%~w5=0

Die Gleichungen I und VI beschreiben die Fortsetzung iiber die Stabenden hinaus und werden
in diesem Fall nicht benotigt, wobei wy = 0 und ws = 0 sein muss (Randbedingungen!). Die
Gleichungen II ... V liefern dagegen ein Gleichungssystem fiir die Unbekannten wy, ..., wy .
Die Koeffizientenmatrix zu diesen Unbekannten lautet:

2 2
“Ah ) 1 0 0
i h g 1 0 O
1 -2 1 0 L e 1 0
k= o’ o 1 e 1
0 1 ) 1 2
B o 0 0 1 g
0 0 1 a-h_,
A
2 2 2 2
mit £=2"""_5 und ezzth —2

Da es sich um ein homogenes Gleichungssystem handelt, muss die Determinante hinsichtlich
der Koeffizientenmatrix verschwinden bzw. zu Null werden.

g 1 0 O
& 10 1 1 0
1 € 10 2,2 2
deto { ] =¢g-detl/l & 1|—-1-detl0 & 1|=¢7¢, —-2-¢¢,—-¢ +1=0
£
’ 0 1 g 0 1 g
0 0 1 ¢

= 0=¢’e’-2-g¢,-& +1=|(ee,-1)-¢] [(ee,-1)+&]

= a) 0=(ge,-1)-¢

= b)) 0=(ge, -1)+g

Es folgen somit zwei quadratische Gleichungen nach denen aufgelost werden muss. Dazu ist
es noch notig, beispielsweise die Unbekannte €, durch €; auszudriicken.

Es gilt gemil der gewéhlten Definitionen fiir €; und €;:

A A A

2 2
Oy (e42) A a A 0 A
B B B

B

&, =
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M
+
7~ N\
D >
|l > W
[
[\
Ne——
)
+
M
Il

= a) 0=gf+(2—3.

2.

B
A
= b)) 0=g’+ 1.8 -el—é

A A

Hieraus folgen nun die 4 Nullstellen fiir €;:

F-h*  F-I

-2 =(g+2) A=a’-1’ = =
A E-l, E-1,-25

nun ist: £ =
Damit erhidlt man die ersten 4 Eigenwerte bzgl. der kritischen Kraft F :

= Fk,:(el+2)-%-5-10-25

Einsetzen von Beispielwerten fiir A und B:

1) Stab soll einheitlichen Querschnitt mit konstantem Iy haben, d.h. A=B=1

2 2
_1-2 j0-2) _1=2, (1_42) +1=0,618
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Der kleinste Eigenwert € liefert dann die kritische Kraft:

A

= Fkr:(811+2)'F'E'Io'25:(—1,618+2)~ ! E-1

B, 252955 =

Zum Vergleich sei noch einmal die theoretisch hergeleitete Eulersche Knicklast angegeben:

2
/4 E-I
FE1: E1z9,877

T
D.h., das angenéherte Ergebnis liegt um 3,2% unter dem theoretisch korrekten Wert.

Hinweis:
Eine direktere Berechnung der vier Losungen von €; wire auch moglich gewesen, wenn man

in der Koeffizientenmatrix € = €, = € eingesetzt hitte. Das hitte zu einer biquadratischen
Gleichung gefiihrt:

e 1 0 O
110 , .,
det =" -3.£°+1=0
01 € 1
0 01 ¢
-1,618
_ 13 3 _|[2,618) |-0618
= ELa=h D] -1=F =
2 2 0,382 0,618
1,618

2) Stab soll kontinuierlich wachsendes Flichenmoment I(x) haben, mit A=2 und B=3

_3/2-2 |(3/2-2) 3 _3/2-2, (3/2-2) 3

£ +==-1,5 £ +==1
1 7 4 ) B 2 4 2
2 2
512:9/2_2— (9/2-2) +§:_0,5 814:9/2 2. (9/2-2) L35
2 4 2 2 4 2
Der kleinste Eigenwert € liefert dann die kritische Kraft:
= Fkr=(e“+2)-%-E-IO-25=(—1,5+2)-%-E-10-25:25-EL'ZIO
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Es sollte hier an dieser Stelle noch darauf hingewiesen werden, dass es sich bei dem
Wertezuwachs des Flichenmomentes bis zur Stabmitte auch um dasjenige I(x) handelt,
welches fiir die betrachtete Ausknickrichtung verantwortlich ist. Es ist zudem noch zu
beriicksichtigen, ob mit der Anderung des Flichenmomentes nicht plotzlich eine andere
Ausknickrichtung relevant wird, weil sich dort eine niedrigere Stabsteifigkeit zeigen wiirde,
denn eine Anderung des Querschnittes verindert natiirlich die Flichenmomente in beiden
Hauptachsen bzw. Ausknickrichtungen.

2. Dimensionierung von Knickstiben

2.1 Die Euler-Hyperbel und der Tetmajer-Bereich:

Bei all den zuvor behandelten Moglichkeiten zur Bestimmung der Knicklast wurde eine
Betrachtung auller Acht gelassen. Denn auf der einen Seite miissen die Knickstibe eines
Tragwerkes rechnerisch iiberpriift werden, dass diese nicht die kritische Last erreichen
(Sicherheitsfaktoren mit eingerechnet!), auf der anderen Seite muss aber bestitigt werden,
dass die Druckkrifte in den belasteten Querschnitten nicht schon die zulidssigen Spannungen
ibertroffen haben. Das ist natiirlich dann eine Frage der "Schlankheit" dieser Stdbe. Sehr
schlanke Stdbe (sehr lang gegeniiber dem Flichenmoment 2. Grades) sind empfindlich bzgl.
des Ausknickens. Weniger schlanke Stibe (kurze Liange gegeniiber Flichenmoment 2.
Grades) neigen dagegen nicht mehr zum Knicken, sondern werden ab einer bestimmten
Drucklast plastisch verformt. Eine Klarung der Bauteilbemessungen/-beanspruchungen muss
also immer in doppelter Hinsicht erfolgen, wozu der Begriff des so genannten
Schlankheitsgrades A als Parameter eingefiihrt werden soll. In diesem Zusammenhang muss
zuvor die Definition des Tragheitsradius (iy , iz) vorangestellt werden.

Trigheitsradius:

Besitzt ein Querschnitt die Fliche A und ein auf die Achsen y oder z bezogenes
Flichenmoment 2. Grades Iy oder Iz, dann sind die entsprechend dazugehorigen
Tragheitsradien iy oder iz :

_ 2
I,v =1
I, =

V.A Z.

I \/T . \/7
—_ - 1 =.|—
A A A

Im Folgenden soll wiederum nur das kleinste Flachenmoment I beriicksichtigt werden (wegen
Knickung), so dass sich der zugehorige Tréagheitsradius 1 berechnet.

I,=ii-A I =i"A
i, =

Der Schlankheitsgrad der A wird dann als Verhiltnis aus Knicklinge Lk und des
Trigheitsradius 1 errechnet:
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ﬂ:i = L=i* 2
i
wobei dann:
Fall 1: = L,=L-1 Fall 2: = L.,=L-2
Fall 3: = L,=L-05 Fall 4: = L,=L-0,699

Die Eulerschen Knicklasten errechnen sich dann mit:

B 7T E-l_ 7 E-A
F - 2.2 - P

Ei T

‘E-1

2
T
2
ki

Die auf dem Querschnitt A gemittelte Druckspannung ist dann:

Oy, =—Z= >~ 0y, (4

Die von A abhingige Beziehung beschreibt die Euler-Hyperbel. Der Giiltigkeitsbereich der
Euler-Hyperbel beschrinkt sich fiir die Werte A (durchgezogener Kurvenverlauf), die noch
nicht den "Grenzschlankheitsgrad" Ap unterschritten haben, da ab dann die zuldssige
Druckfestigkeit op des Werkstoffs erreicht wird.

Bereich: elastische Knickung
Ap <A  Euler-Hyperbel

Der Wert Odp ist die maximale Druckspannung im Giiltigkeitsbereich des Hookschen
Gesetzes (Geradenverlauf im Spannungs-Dehnungs-Diagramm G-€).
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de __________________________________________________ ....................... -

elastischer Bereich plastischer Bereich
€ > ¢

do/de =konst.=E

Es gibt daher die Fallunterscheidung:

A<A, — unelastische Knickung

A2A, — elastische Knickung

Im Bereich 0 < A < Ap ist die zugeordnete zuldssige Druckfestigkeit ok ein vom Material
abhingiger Wert, der sich aus Versuchen ergibt. Dieser Bereich wurde nach Tetmajer
benannt. Ergebnisse haben gezeigt, dass dieser Bereich zumeist durch einen linearen Verlauf
(Tetmajer-Gerade) gut beschrieben werden kann, der durch zwei Werkstoffkennwerte
definiert wird.

o, =a-b-A : Tetmajer — Gerade

Diese Gerade geht dann schlieflich in eine Horizontale iiber, wenn die zulissige
Quetschgrenze bzw. Druckfestigkeit des Werkstoffs erreicht ist (Gd zul = Gds).

Ok A \ Tetmajer-Bereich
Gds ~ - \ 7\.5 < 7\ < }Lp

de L - ,_ ............. _______________________________________________________ -
Bereich: elastische Knickung

?\.p<7b
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Werkstoffkennwerte fiir den Tetmajer-Bereich: (a,b - Werte in N/mm?2)
Baustahl S235 JRG2 (= St37): a=310 b= 1,14 Ap =104
Baustahl S355 J2G3 (= St52): a=2335 b= 0,62 Ap =89

mit einem E-Modul = 210 000 N/mm?2

Nadelholz a=293 b= 0,94 Ap = 100
mit einem E-Modul = 10 000 N/mm?2

_ _ n’E E
mit dem Grenzschlankheitsgrad: o, = 7 = ﬂp =7 |—
(0}
p dp

Bei Grauguss verwendet man im Tetmajer-Bereich hingegen keinen linearen Verlauf mehr,
sondern nihert sich hier mit einem parabolischen Verlauf an, geméf der Formel:

o, = [776—12~/1+O,053-/12] N/ mm® Grauguss
mit einem E-Modul = 100 000 N/mm? und Ap = 80

Die noch einzurechnenden Sicherheitsfaktoren bzw. Knicksicherheiten werden je nach
Anwendungsbereich unterschieden. Im allgemeinen Maschinenbau rechnet man mit
folgenden Sicherheiten:

im elastischen Bereich: Sk =5...10
im unelastischen Bereich: Sk=3...8

Im Tetmajer-Bereich As <A < Ap muss daher gelten:

F_o,_a-b-4
ATS,. S,

mit ﬂ:LK-\/g

D.h., auf beiden Seiten der Gleichung stehen Ausdriicke, die vom Querschnitt (Geometrie!)
des Stabes abhingen. Dabei stehen die Fliache A und das Flichenmoment 2. Grades 1 in einer
etwas komplexeren Beziehung, weil hier allein die geometrische Gestalt des Querschnitts zu
unterschiedlichen Relationen A/I fiihrt.

Im Bereich A< A; muss dagegen gelten:

F < GdS _ Gd zul
AT S, S,

Auslegung gemil} der werkstoffabhingigen Quetsch- oder Bruchgrenze.
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2.2 Das Omega-Verfahren (0):

Das sogenannte ®-Verfahren nach der heute nicht mehr giiltigen DIN 4114, war ein spezieller
Weg zur Bemessung von Knickstidben bzw. eine Richtlinie im Bereich des Stahlbaus zur
Untersuchung von Stabilitdtsfallen bei Druckstiben. Die mittlerweile obsolete Norm wurde
als praktische Berechnung von knickgefihrdeten Druckstében (bei Stahlbriicken aus Baustahl)
bei der ,,Deutschen Reichsbahn‘/,,Deutschen Bundesbahn* herangezogen. Hierbei wurde die
Dimensionierung sowohl im elastischen als auch plastischen Bereich (Euler- und Tetmajer-
Bereich) auf einen schlichten Spannungsnachweis zuriickgefiihrt. Dieses Verfahren durfte
aber schon damals nicht fiir die Auslegung von Stidben im Maschinenbau zur Anwendung
kommen, da hier mit hoheren Sicherheiten gerechnet werde musste! Im Maschinenbau gelten
die Sicherheiten von mind. S=5 im elastischen Bereich und mind. S=3 im unelastischen
Bereich! Beim m-Verfahren liegen die Sicherheiten unter diesen Werten, namlich zwischen

1,3...1,5!

Um das Verfahren zumindest kurz einmal anzureilen, soll hier nur die Auslegung bzgl.
einteiliger Druckstidbe von gleichbleibendem Querschnitt dargestellt werden. Hierbei werden
in der Regel der Schlankheitsgrad A und des Querschnittsfliche A des Stabes vorgegeben. Der
zuldssige Wert fiir die Druckspannung 64 zu des Werkstoffs wird ebenfalls vorausgesetzt.

Dann muss sichergestellt werden, dass
F )
a)~XSO'd wul ist!

Die Omega-Werte bzw. Knickzahlen ® erhdlt man direkt aus einem Tabellenwerk in
Abhingigkeit vom Schlankheitsgrad A . Die folgenden Tabellen sind so aufgebaut, dass sie
fiir A < 20 keinen Nachweis bzgl. der Ausknickung liefern miissen. In diesem Fall gilt: @ = 1.
Bei einem A > 250 endet die Aussage der Tabelle, weil dieser Bereich unzulissig ist!

1. Tabelle: Werkstoff = Baustahl S235 JRG2 (= St37)
Querschnitt gemdl eines Triagerprofils (z.B T-Tréger, I-Triger, L-Tréager ...)

®-Knickzahlen:

) 0 1 2 3 4 5 6 7 a 9 ]
20 1,04 | 1,04 1,04 | 1,06 | 1,06 | 106 | 1,06 | 1,07 1,07 | 1,08 20
30 1,08 | 1,09 1,09 | 1,90 | 140 | 1,11 1,11 1,12 | 1,18 | 1,413 30
40 | 414 | 14 | 115 | 116 | 1,16 | 1,17 1,18 | 1,19 1,19 | 1,20 40
50 1,21 1,22 123 | 1238 | 124 126 | 1,26 | 1927 | 128 | 1,29 50
80 1,30 | 1,31 132 | 133 | 134 | 1,35 | 136 1,37 | 1,33 | 140 60
70 1,41 142 | 144 | 146 | 146 | 148 | 148 | 150 | 1,52 | 1,53 70
80 166 | 156 | 158 | 159 | 161 162 | 184 | 166 | 168 | 1,69 80
90 1,71 173 | 174 | 176 | 1,18 1,80 | 1.82 1,84 | 1,86 | 188 90
100 1,90 1,92 1,94 1,96 198 | 200 | 202 | 208 | 207 | 209 | 100
110 2,11 214 | 216 | 218 | 221 223 | 227 | 231 235 | 239 | 110
120 243 | 247 | 251 256 | 260 | 264 | 288 | 272 | 277 | 281 | 120
130 286 | 290 | 294 | 299 | 303 | 308 | 312 | 317 | 322 | 3926 | 130
140 | 331 | 336 | 341 | 346 | 350 | 355 | 380 | 866 | 370 | 376 | 140
150 380 | 385 | 390 | 395 | 400 | 4,06 | 411 416 | 422 | 427 | 150
160 432 | 438 | 443 | 449 | 454 | 460 | 4656 | 471 477 | 482 | 160
170 488 | 494 | 500 | 505 | B,11 517 | 523 | B2 | 536 | 541 | 170
180 547 | 653 | 559 | 6566 | 572 | 578 | 584 | 591 597 | 6,03 | 180
| 190 | 610 | 616 | 623 | 620 | 636 | 642 | 649 | 686 | 662 | 669 | 190
200 676 | 682 | 689 | 696 | 7,03 | 7,10 | 7,47 | 724 | 7,31 7,38 | 200
210 745 | 7562 | 769 | 766 | 773 | 781 | 788 | 785 | 803 | 810 | 210
220 817 | 825 | 832 | 840 | 847 | 856 | B63 | 870 | 878 | 886 | 220
230 893 | 9,01 908 | 917 | 99 | 933 | 941 949 | 887 | 965 | 230
| 240 9,73 | 9,81 989 | 997 1006 |1014 | 1022 |1030 |1039 |i047 | 240
260 | 10,65 | [




2. Tabelle: Werkstoff = Baustahl S355 J2G3 (= St52):
Querschnitt gemil eines Tragerprofils (z.B T-Tréger, I-Triager, L-Tréager ...)

®-Knickzahlen:

) 0 1 2 3 4 5 6 | 7 8 9 2
20 106 | 1,08 | 1,07 | 1,07 | 108 | 108 | 109 | 108 | 1,10 | 1,11 20
30 tir |12 |12 | o1as | o1aa | oaas | e |16 |17 | 1,18 30
40 119 | 109 | 1,20 | 1.2 122 | 123 | 124 | 125 | 196 | 127 40
50 128 | 1,30 | 1,31 | 132 | 1,38 | 1,35 | 1,36 | 137 | 1.3 | 140 50
60 141 | 143 | 144 | 146 | 148 | 149 | 151 183 | 154 | 156 60
70 168 | 160 | 162 | 164 | 166 | 168 | 1,70 | 1,72 | 174 | 1,77 70
80 1,79 | 181 188 | 186 | 188 | 1,91 193 | 195 | 198 | 201 80

90 2,05 2,10 2,14 2,19 2,24 2,29 2,33 2,38 243 248 90
100 2,63 2,68 2,64 2,69 2,74 2,79 2,85 290 2,95 3,01 100
110 3,06 3,12 3,18 3,23 3,29 3,36 3,41 3,47 3,63 3,69 110
120 3,66 3,71 3,77 3,83 3,89 3,96 4,02 4,09 4,16 4,22 120
130 4,28 4,36 4,41 4,48 4,65 4,62 4,69 4,75 4,82 4,89 130

140 4,96 5,04 5,11 5,18 526 | 533 5,40 547 5,66 662 | 140
150 570 | 578 585 | 593 | 6,01 609 | 616 | 624 | 632 | 640 | 150
160 648 | 657 6656 | 673 | 681 690 | 698 | 7,06 7,5 | 7,23 | 160
170 7,32 741 749 | 758 | 767 7,76 | 7,86 | 7,94 | 803 | 812 | 170

180 8,21 830 | B39 | B48 | 858 | 867 | 876 | 886 | 89 | 905 | 180
190 914 | 924 | 934 | 944 | 953 | 963 | 973 | 983 | 993 |1003 | 190
200 | 1013 | 1023 | 10,34 | 1044 | 1054 | 1066 | 10,76 | 10,85 | 10,96 | 11,06 | 200
210 | 1147 |1128 |11,38 | 1149 [1160 (1171 [1182 [11,93 |1204 | 12,16 | 210
200 | 12,26 |1237 |1248 |1260 |12,7t1 | 1282 | 1294 |1805 | 1317 | 1328 | 220
230 | 1340 | 1352 | 13,63 | 1376 | 13,87 | 1399 | 14,11 [1423 | 1436 | 1447 | 230
240 | 1459 | 1471 | 1483 | 1496 | 1508 | 1520 | 1633 | 1646 | 16568 | 16,71 | 240

3. Tabelle: Werkstoff = Baustahl S235 JRG2 (= St37)
Querschnitt ist ein Rundrohr
o-Knickzahlen:

2 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 i
20 1,00 1,00 1,00 1,00 1,01 1,01 1,01 1,02 1,02 1,02 20
30 1,03 1,08 1,04 1,04 1,04 1,05 1,06 1,05 1,06 1,08 30
40 1,07 1,07 1,08 1,08 1,09 1,09 1,10 1,10 1,11 1,11 40
50 1,12 1,13 1,13 1,14 1,16 1,16 1,16 1,17 1,17 1,18 B0
60 1,19 1,20 1,20 1,21 1,22 1,23 1,24 1,25 1,26 1,27 60
70 1,28 1,29 1,30 1,31 1,32 1,33 1,34 1,35 1,36 1,37 70
80 1,39 1,40 1,41 1,42 1,44 1,46 1,47 1,48 1,60 1,61 80
90 1,63 1,64 1,66 1,68 1,60 1,61 1,63 1,64 1,66 1,68 90
100 1,70 1,73 1,76 1,79 1,83 1,87 1,90 1,94 1,97 2,01 100
110 2,05 2,08 2,12 2,16 2,20 2,23 weiter wie Tabelle 1 110

4. Tabelle: Werkstoff = Baustahl S355 J2G3 (= St52):
Querschnitt ist ein Rundrohr
®-Knickzahlen:

A 0 1 2 3 4 5 -] 7 8 9 i

20 1,02 1,02 1,02 1,03 1,03 1,03 | 1,04 1,04 1,05 1,05 20
30 1,06 1,06 1,06 1,07 1,07 1,08 1,08 1,09 1,10 1,10 30
40 1,11 1,11 1,12 1,13 1,13 1,14 1,16 1,18 1,16 1,17 40
80 1,18 1,19 1,20 1,21 1,22 1,23 | 1,24 1,26 1,26 1,27 50
60 1,28 | 1,30 1,31 182 | 1,33 | 1,86 | 1,36 1,38 1,30 | 1,41 60
70 1,42 1,44 1,46 1,47 1,49 1,61 1,63 1,65 1,67 1,69 70
B8O 1,62 1,66 1,71 1,76 | 1,79 183 | 1,88 1,92 1,97 | 2,01 80
90 2,06 weiter wie in Tabelle 2 920
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3. Das Kippen von Trigern

3.1 Das Kippen eines auf Biegung beanspruchten brettformigen Kragbalkens:

Bei Kragtrigern mit verhiltnisméBig groBer Querschnittshohe (gegeniiber der Breite), kann
bei bestimmten Beanspruchungen (wie z.B. die einer Biegelast am Kragende) eine Instabilitét
auftreten, wenn dieser brettformige Tréger zur Seite auszubrechen droht. In diesem Fall wird
der Trdger neben der Biegung auch auf Torsion beansprucht. Bei einer zentral in der
Symmetrieachse des Querschnitts wirkenden Biegelast F tritt das Moment der
Torsionsbelastung erst mit der Instabilitdt bzw. dem Kippen des Trégers ein.

Um jedoch diese Erscheinungsform des kippenden Biegetrigers behandeln zu konnen, soll am
Triager schon die drohend ausgekippte Lage des Kragbalkens betrachtet werden. Dabei wird
im Folgenden die Biegung um die Achse y-y vernachlissigt, da wir von einer relativ grof3en
Querschnittshohe ausgehen wollen.

7,

A

' Iz<<ly
Biegung um y----y
wird vernachléssigt

Aus der Biegebeanspruchung folgt die elastische Linie wie folgt:

E-1-Y(0)==M, ., =F-siny(x)-x

Da w(x) aber sehr klein ist, gilt siny/(x) =w(x).

= E-I-y(xX)=F -y(x)-x
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Als Nichstes soll der Verlauf der Tréigerachse in Blickrichtung der Kraft F dargestellt werden:

Ay =a

wenn 3 sehr klein ist

y*
.y v
0
e
Ay *

Das Torsionsmoment errechnet sich hierbei iiber den Versatzabstand a:
a=Ay=y,—y(x)—x-tanff=y,— y(x)+x-y(x) >0
= M,(x)=F-a(x)=F- [y, - yx)+x y(x)]

Das Torsionsmoment kann aber auch iiber die allgemeine Torsionstheorie der Drillung
ausgedriickt werden. Die Drillung ist dabei die Anderung des Verdrehwinkels W nach der
Koordinate x, also entlang der theoretischen Léngsachse des Trigers (unverformt).

M (x)=-G-1, d_y/ G : Schubmodul; It : Torsionflichenmoment des Querschnitts
G- 1, = const.

Das negative Vorzeichen ergibt sich aus der Tatsache, dass der Verdrehwinkel y mit
steigendem x-Wert kleiner wird bis er an der Einspannstelle (x = L) verschwindet.

dy dy d
== M :F- — +x - — :—G.I —_ |._
() [yo Y+ dx} " odx dx

2
= F-x-d y—F-x-y"(x):—G-It-d V
dx d.

2 2
X
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Wie anfangs schon darauf hingewiesen wurde, errechnet sich der Verdrehwinkel iiber die
folgende Aussage:

E-1-y(x)=F y(x)x

, F- .

Die zweite Ableitung von y(x) kann nun wieder in die abgeleitete Gleichung des
Torsionsmoments eingesetzt werden und ergibt dann:

2
Fyox_ .4V

= F-xyx)=F x- T

Z

=

(F-x) d*y
. =-G- ] -
g1 W Codx’

2

Da es sich um einen brettformigen Trager handelt, wird zur genaueren Berechnung eine
Korrektur vorgenommen, die sich auf den E-Modul beziehen lidsst. Der E-Modul nimmt dann
die Form an wie es in der ,,Kirchhoffschen Plattentheorie* bei der Plattensteifigkeit N zum
Ausdruck kommt.

mit der Plattendicke t

3
2'E

E wird daher ersetzt durch wobei v die Querkontraktionsziffer darstellt.

1-v?’

Daraus folgt nun die Gleichung:

2 2 (14,2 2 (14,2
ay  F ( V)-xz-z//(x):o mit poF00)
A’ E-1-G-, E-1 -G,

2
= C;Tyzj+l4-x2'l//(x)=0

Es liegt eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit variablem Koeffizienten vor.

Losungsansatz fiir w(x):

Potenzreihenansatz:

l//(x)=2ck-xk =c, e X+, X+ X+
k=0
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Setzt man diesen Ansatz in die Differentialgleichung ein, dann liefert das den Ausdruck:
¢, 1:2+¢,°2:3-x+¢, 34 x" +¢g 45X +..+ 1 '[co Xt X e, xt e 'xs...]:0

Ein Koeffizientenvergleich liefert dann:

02:0 Csz—ﬂft. Cl
4.5
__p#. S _
C3:0 C6__/1'§_0
C4:—l4. CO C7:O
3.4

Es ist zu erkennen, dass alle Konstanten sich in Abhiingigkeit von cy und c; berechnen lassen,
welche im Potenzreihenansatz fiir y(x) Folgendes ergeben:

Xt B8 X Bx°
w(x)=c, |1- + 1..}+ 1-[x— + 1}

3.4 3.4.7-8 4.5  4.5.8.9

Die beiden Konstanten erhiélt man dann durch zwei Randbedingungen.

1.Randbedingung: (an Ende des Trigers bei der Kraft F)

Da an dieser Stelle noch kein Torsionsmoment wirkt, verschwindet auch die erste Ableitung
des Verdrehwinkels bei x=0.

M(x=0)=-G-1I, -(‘;—WJ =0 womit ¥(0)=0 und ¢ =0
X x=0

2.Randbedingung: (an der Einspannstelle des Trigers x = L)

w(L)=0 mit k=4I

K, K ~ K
3.4 3.4.7-8 3-4.7-811-12

+

= l//(0)=0=c0-[1—

Damit Null herauskommt, muss der Ausdruck in der eckigen Klammer ebenfalls zu Null
werden. Dabei handelt es sich um die ,,Bestimmungsgleichung des Eigenwertes k*“. Ein erste
Anniherung erhilt man, wenn nur die Glieder bis k” beriicksichtigt werden. Dann resultiert
aus der Bestimmungsgleichung eine quadratische Gleichung, wobei dann der niedrigste Wert
als Losung zu gelten hat (hier k).

- +
3-4 3-4.7-8

K =174

K, =38,6

2
0:[1 K K } — K=56-Kk+672=0
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Eine etwas genauere Losung liefert das folgende Iterationsverfahren:

gefordert ist:
oK K +..|=0
3-4 3-4.7-8 3-4.7-8-11:12

Umgestellt nach der ersten Potenz von x:

K> K K
1+ - +o =
3-4.7-8 3-4-7-8-11-12 3-4

2 3
= 341+ - Ki +.
3-4-7-8 3-4-7-8-11-12

:| =K, = Q(K)

Fiir die Umgebung k + € liegt eine Konvergenzbedingung vor |¢’(lc)| <1

Das liefert nun den Grenzwert: K=16,2
2 2 4

g =)
E-1.-G-I,

Und somit die Losung fiir die kritische Biegelast Fx:

_ 4023 [E-1.-G-l,

b= o)

,kritische Kipplast fiir den brettférmigen Kragbalken*

Es muss jedoch beachtet werden:

- Bzgl. der Torsion wird die Wolbkrafttorsion vernachldssigt, obwohl an der

Einspannstelle eine Verwolbung des Querschnittes verhindert wird.

- Iy >>1Iz ,somit wird die Biegebeanspruchung in y-Richtung vernachléssigt.

- Die Last F greift in der Tragerachse an.
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3.2 Weitere Belastungsfille bei brettformigen Trigern bzgl. des Kippens:

Es gibt zu dem im Abschnitt 3.1 dargestellten Problem natiirlich viele andere Belastungsarten
eines kippenden Tréigers. So kann der Triager auch rein iiber ein Lastmoment oder auch iiber
eine Streckenlast beansprucht werden. Um auch diese Fille behandeln zu konnen, wire es
sehr praktisch, wenn mit den zuvor hergeleiteten Gleichungen eine allgemeine Beschreibung
in Form einer Differentialgleichung vorliegen wiirde, die vorzugsweise auf den Verlauf der
Biegemomentenlinie einen Bezug nimmt. ImWeiteren sollen die folgenden Beispiele sich auf
Triger beziehen, die entweder als Kragbalken an einer Seite fest eingespannt sind oder in
einer Gabellagerung eingebettet sind. Die Gabellagerungen umfassen dann die hohen Seiten
des brettférmigen Trigers, also in unserem Fall parallel entlang der z-Achse.

Allgemeine Differentialgleichung hinsichtlich des Kippens eines brettformigen Trigers:
a) Fiir den Verdrehwinkel y gilt die Abhéngigkeit aus der Biegung um die Achse z---z.
E 1Y (x)=F-y(x)-x

= Y= *—

Da wir sofort mit dem korrigierten Term des E-Modul fiir die plattentheoretische Betrachtung
rechnen wollen, gilt nun der genauere Ausdruck:

" E
E =
1-v?
- y,,(x):F-x-—l//(x).(l_Vz)

E-I.

b) Aus dem Torsionsmoment infolge des Kippvorgangs ergibt sich ebenfalls eine
Abhingigkeit zum Verdrehwinkel y, jedoch bezogen auf die zweite Ableitung nach der
Langsrichtung x.

Mw=--6.1.9Y .4
dx dx
2 — . . “
= dez]:ny”(x):—Gltl//”(x) = y”(x): G Ir l//(x)
dx F-x

Durch das Gleichsetzen der rechten Gleichungsseite von y”(x) ergibt sich:

F'x'l//(x)-(l—vz): -G-1,-y¥"(x)
E-I, F-x

1-v?)

() +(F-x)> —— -
= VW e

Y(x)=0

"(x)+(F-x)* @ - =0 't =7 7 ~ 7
= YW+HEF 0@ ) " YT G
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Der Ausdruck F#x ist dabei als Biegemoment an der Stelle x aufzufassen, so dass hier nun die
Beziehung zum Biegemoment Mbyy) einflieBen kann.

Mby(x) =—F-x

= YW+M,, @ y)=0

Das ist die allgemeine Differentialgleichung fiir das Kippen von brettformigen Trdgern,
sofern die Bedingung Mbyx-1 ) = 0 vorausgesetzt ist.

3.2.1 Beispiel: Triger in Gabellagerung mit Randlastmomenten an den Enden

\ 4
NANN

>,

T

Fiir diesen Fall haben wir entlang der x-Achse ein konstantes Schnittlastmoment Mbyx) =M .
Die Differentialgleichung besitzt damit die Form:

W (x)+M* @ w(x)=0 mit @ =M
E-1-G-I,
Als Losungsansatz bietet sich daher die Kombination aus der Sinus- und Kosinusfunktion an.

w(x)=A-cos(M -w-x)+B-sin(M - @- x)
W (x)=—A-M-w-sin(M -@-x)+B-M -@-cos(M - @- x)
v (x)=—A-M -@) -cos(M -@-x)-B-(M - @) -sin(M -w-x)=—(M - o) -y (x)

Damit ist der Differentialgleichung geniige getan, weil ...

Y () +M* @ y(x)=0=—(M -of -y(x)+(M - o) -y(x)

Die Koeffizienten A und B ergeben sich nun aus den beiden Randbedingungen:
y(x=0)=0 und y(x=L)=0 ,

weil in den Lagerstellen der Gabel keine Verdrehung zugelassen wird.
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= yYx=0)=0=A -cos(0)+B-sin(0)=A = A=0

= Yx=L)=0=B-sin(M -w-L) = M -w-L=*tn-&r mit n=123..

Das kritische Lastmoment Mk liegt hiermit dann vor, wenn der betragsmiBig niedrigste
Eigenwertenwert n = 1 eingesetzt wird.

E-1.-G-I,

- M, =" = d
w-L 1-v

z.
L

3.3 Der Rayleigh-Quotient als erste Niherung fiir den Eigenwert A:

Sobald die Biegemomentenfunktion Mbyy) etwas komplizierter wird, dann wird auch die
Losbarkeit der Differentialgleichung schwieriger und ist mit mehr Aufwand verbunden.
Deshalb kann man sich hinsichtlich des ersten Eigenwertes (niedrigste Wert einer kritischen
Last) einer Ndherungsmethode bedienen, die als Rayleigh-Quotient bezeichnet wird. Dieser
Quotient ist eine aus der Variationsrechnung abgeleitete Methode, auf deren Herleitung hier
nicht weiter eingegangen wird. Es wird lediglich darauf hingewiesen, dass fiir ein bestimmtes
Variationsproblem eine ,,Eulersche Differentialgleichung® gilt, die sich schlieBlich auf die
Differentialgleichung fiir das Kippen von brettformigen Tragern bringen ldsst. Da dieses
moglich ist, kann somit auch die Methode des Rayleigh-Quotienten zur Anwendung kommen.

Variationsproblem:

Es sei eine Funktion F(x,y,y’,y”) gegeben, welche iiber einen bestimmten Bereich nach dx

integriert ein Extremum liefern soll. Diesen Integralausdruck bezeichnet man auch als
Funktional 1.

x2
I= IF(x, v,y,y") - dx = Extremum

x1

Eine notwendige Bedingung, die das Variationsproblem 16st, gibt die folgende ,,Eulersche
Differentialgleichung* an.

OF _d(9F) d*(oF)_,
dy dx\dy' ) dx*|9y”

Setzt man in diese Differentialgleichung folgende Funktion ein ...

Fxx,v,Y)=y"> =21 -g(x)-y’ ein, dann resultiert der Ausdruck:

oF d|(oF d* ( OF d
A L o 0= 0(x) 2y —2(2y)+0==2-[2 - e(x)- y+
dy dx[ay'j+dx2(ay”j 8(x)-2y a,x( )+ 25 y+ ]

= Y+ g(x)y=0
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Und hier finden wir die Differentialgleichung fiir das Kippproblem wieder, nur dass hier die
Funktion y durch y ersetzt werden miisste und g(x) die quadrierte Form fiir das Biegemoment
darstellt. Das wire somit gleichbedeutend mit:

W)+M, A p(x0)=0

An dieser Stelle ersetzen wir den Ausdruck ®? durch A2, um eine Abgrenzung aufzuzeigen,
dass es sich bei dem A-Wert um eine Annidherung handeln wird, die von der Qualitéit der
Ansatzfunktion abhédngt. Ist die gewihlte Ansatzfunktion zugleich eine Losung der
Differentialgleichung, dann lduft der Wert fiir 4 —» @.

Das oben angesprochene Funktional I hat damit die Form:

x2 x2=L
I= IF (W, W) -dx = J- [l//'2 -2 M, (x)* ylz]- dx =Extremum
x1

x1=0

Fiir den ersten Eigenwert gilt dann ndherungsweise die folgende Beziehung, aus welcher dann
der Rayleigh-Quotient folgt:

j[w’z—lz-Mb),(x)z-l//z]-dx:O = j[y/z]-dx—/?ﬂM,,y(x)z-yﬁ]-dx:o
0 0 0

T[I/f”]-dx
= I= 0

J.[Mhy()c)2 -l//zl-dx

3.3.1 Beispiel: Triger in Gabellagerung mit kontinuierlicher Streckenlast q

AAAAAAAAAAAAALZRAAAAAAAAAAAL
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Die Biegemomentenfunktion lautet fiir diesen Fall:

= YW+M,,) A y0)=0 mit /12:&
y(x) EIZGIt

Wahl einer geeigneten Ansatzfunktion fiir y(x):
2 2 2

‘//(x)=k-(x—xf] V/Z(X)=k2'[)€—xzj

, 2x 25 )
= k . 1—— ’2 — 2 _ X
¥ (x) ( L) i (x)=k (1 LJ

J[W’z]'dx J-{kz-(l—zzj }-dx
= Ziz:L ; T 2 : 2\? 2\2
_“Mby(X)z'l//z]'dx I!q L .(x—xj .kz-(x—xj ].dx
0 4 L L

f 2x )
I(l—j -dx 1
4 % L 4 3 4
L 1
|

TN
s
I
‘ =
[\ ]
~
S~
&
<
[\ ]
&
(@)
98]
-
Q
[\
&

Mit dem errechneten ersten Eigenwert A12 kann nun auch auf die kritische Last q geschlossen
werden. Fiir A12 setzen wir unseren definierten Ausdruck A? aus der obigen Differential-
gleichung ein.

» 840 1 840 E-I-G-,
Gir o 22 I° (I—VZ)

= 4= 223’0 '1/E (IIZ_VGZ)L als Anndherung!

Der genaue Wert (laut Literaturangabe) ist:

2832 [E-1-G ],
=P (1-v?)
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3.3.2 Beispiel: Fest eingespannter Triger mit kontinuierlicher Streckenlast q

Im folgenden Beispiel soll die gewéhlte Ansatzfunktion allgemein als eine Potenzfunktion
von X" geschrieben werden. Und zwar soll ein Exponent gefunden werden, bei welchem der
Eigenwert ein Minimum erreicht. Denn eine Eigenschaft des Rayleigh-Quotienten besteht
darin, dass eine angendherte Losung zu hoheren Eigenwerten fiihrt bzw. die genaue Losung
zu einem Minimum des Eigenwertes beitragt.

W .

|1AAAAAAAAAAAAAAAAL

ARAAAAAAAAAAALL

L

<€

Ny

M

Die Biegemomentenfunktion lautet fiir diesen Fall:

q
Mby(x) = _5 ) 'xz
” 2 . (l_vz)

= Yy (-x)+Mby(x) '22 l//(-x) =0 mit 22 :m
Wabhl einer geeigneten Ansatzfunktion fiir Yy(x):
wx)=k-(L-x") W) =k [ =20 x4 2]
l//’(x) — _k ‘n- xn—l l//’Z(X) — kZ . nZ . xZn—Z

L L

J[W'z]-dx I[kz-nz-xzn_z]-dx
- 212 = 3 0 = 3 0

J-[Mby(x)z "/’2]' dx J.[q:.,x“'kz '[LZ” -2 -x" +x2n]} ~dx
0

0

|:n2 'x2n—l:|L 2
, 4 (2n-1) |, I (2n-1)
= 11__2' ) onis L 2. 72 p2nts 0?
q rr s 2 s x" q L L h
s YTt Yo i 107 +75n+125
0
2
N 112: 2 .IOn +75n+125=Minimum!

qg> I (2n—1)



66

Mit der Forderung nach dem Minimum muss der quadratische Ausdruck fiir A1 nach n
abgeleitet werden.

dn g>-L° dn

ax’) 2 d[10n2+75n+125j_ 2 (20n+75)- (2n—1)-(10n? + 750 +125)- 2

Cn-1) ) @15 (2n-1)

Da wir davon ausgehen, dass die Potenzen groBer als 1 angesetzt werden (zumindest
parabolischer Verlauf), geniigt es somit, die positiven Nullstellen bzgl. des Zihlers zu finden.

= ZO(nz—n—@):O = (nz—n—gij
4 4

= nl,z=%i1/3—23:> n =456 ;(n,=-3562)

Setzt man den Wert ni = 4,56 in die Gleichung A1 ein, dann ergibt das:

2
N 112: 22 6'10n +75n+125: 21 166,24
q - L (Zn—l) q L
1
= = 12,89
A=

Und somit kann wiederum auf die kritische Last qkr geschlossen werden mit:

1289 [E-1-G,
=" (1-v?)

Der genaue Wert (laut Literaturangabe) ist:

1285 [E-1-G-,
W="p (1-v?)

An diesem angendherten Ergebnis (Ansatzfunktion) sieht man, dass der Eigenwert schon
recht nahe an der korrekten Losung ist (rel. Fehler ca. 0,0034). D.h., mit einer Ansatzfunktion
Y(x) mit dem Exponent n=4 fiir x (— Faktor: 12,93) oder n=5 fiir x (— Faktor: 12,91) lassen
sich zu diesem Fall schon sehr gute Niherungen ableiten.
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3.3.3 Beispiel: Triger in Gabellagerung mit mittiger Kraft F

% L/2 o F

“H
NN

Die Biegemomentenfunktion lautet fiir diesen Fall:

M, = F. X im Bereich: (0<x< L
’ 2 2
M, g (L-x) im Bereich: % <x<L
1-v?)
= yw+M, A =0 it ,12:(—
"4 (x) by(x) l,//(x) nu E~IZ ~G~Ir
Die Momentenfunktion ist symmetrisch bzgl. der Stelle x = L/2 und stellt eine
Dreiecksfunktion dar.
Wabhl einer geeigneten Ansatzfunktion fiir Yy(x):
X2 ) ) 2 2
x)=k-|x—— X)=k"| x——
w(x) I Y (x) i
’ 2x 2x ?
xX)=k-|1-—— 20 =k |1=22
Y (x) ( Lj l//(x)k(l LJ

Das Quadrat der y-Funktion ist ebenfalls eine symmetrische Funktion bzgl. der Stelle x = L/2,
so dass die Multiplikation mit dem Quadrat der Momentenfunktion wiederum eine

symmetrische Funktion ergibt. Die Integration des Ausdrucks M ,]y(x)z A -w(x) muss daher

nur in den Grenzen von x =0 bis x = L/2 geschehen, wobei das Integral dann mit dem Faktor
2 zu versehen ist.

L

J‘[Mby(x)z ] dx= z.I[Mby(x)z 2| ax
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2.

o — |~

L
2wt ? F? ) x ’
[Mby(x) "y ]'dx=2.£ T'x -k (x_f -dx
2
= F_k2

5 6 2 M5 6 7 k2
x4_2x +x_2 .dx:F_.kz. x__ 2x + X 5
2 L L 2 |5 6-L 7-L
) 5 6 7 5 2
~ Foep. l.(l) _l.(lj +l.(1j :F_.kZ.LS.[ 1 _ 1t 1 }:F_.kZ.LS.ﬂ
2 52 312 7 (2 2 160 192 896 2 13440

Mit dem folgenden Integralausdruck wurde schon in Kapitel 3.3.1 gerechnet, weil dort
dieselbe Ansatzfunktion fiir y zur Anwendung kam.

I[W’z]-dxzﬂkz -(1—2_;)2]&:1{2 .L%

Somit folgt fiir die Berechnung des Eigenwertes A2 :

O L 1O | I

L
n]. 1
![I// J-ax K*oLeg 26880 1

- ﬂ,lz = = L
CH CFRkD 29 87 L' F?
2 2

0
/ _ 2
= A= ?9% mit /l:'\/E-lI -IZ;-I

b 309 [E-1-G1 1758 [E-1.-G-,
b 1-v?) o (1-v?)

Der genaue Wert (laut Literaturangabe) ist:

_1694 [E-1.G,

b == 15

D.h., auch mit diesem Ansatz kommt man in gewisser Weise dem korrekten Ergebnis sehr
nahe (rel. Fehler ca. 0,038).
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4. Knickung bei Kreisringen/Rohren sowie Beulung bei Platten und Schalen

4.1 Einleitung zu den speziell ausgewihlten Problemfillen:

Mit diesem Kapitel (4) sollen weitere besondere Beispiele angefiihrt werden, deren
Druckbeanspruchung zu einer Ausknickung oder Ausbeulung fithren. Mit der Behandlung
dieser noch analytisch berechenbaren Félle, wobei der zunehmenden Komplexitit geschuldet
auch eine Model-Idealisierung und Vereinfachung bei der theoretischen Herleitung die Regel
ist, wird im Folgenden das Augenmerk nur auf die speziellen Losungen gerichtet. Zur
Information seien lediglich die herangezogenen Differentialgleichungen dokumentiert, sowie
der gewihlte Losungsansatz, der bei den Beispielen zum Ziel fithren wiirde.

Detaillierte Herleitungen und Losungsstrategien sind daher beispielsweise dem Werk von
Istvan Szab6 zu entnehmen ( [1]: Hohere Technische Mechanik - §15 Instabilitdtsprobleme).
Dieses Buch ist eine wahre Fundgrube fiir die Probleme der hoheren Elastizitédtstheorie und
sollte als Standardwerk, im Rahmen der Technischen Mechanik, zum Nachschlagerepertoire
gehoren.

4.2 Das Ausknicken eines kreisformigen Ringes:

Zu Beginn soll erst einmal ein Fall betrachtet werden, der jetzt noch nichts mit dem
Ausknicken zu tun hat, sondern eine elastische Verformung durch eine Biegebeanspruchung
erhilt. Der Fall hat groBe Ahnlichkeit mit dem fest eingespannten Biegetriiger, jedoch mit
dem Unterschied, dass der Triger im nicht deformierten Zustand schon eine Kreisform
besitzt. D.h., die elastische Linie des Tridgers hat schon im unbelasteten Zustand einen
konstanten Kriimmungsradius. Das fiihrt zwangsldufig zu einer anderen Ausgangsform fiir die
Differentialgleichung, welche den Biegetriger zu beschreiben hat.

Trager unbelastet

elast. Linie deformiert

Als Problemfall denken wir uns einen Viertelkreis eines Biegetrigers, der an dem einen Ende
fest eingespannt ist und am anderen Ende mit einer Kraft beansprucht wird, die in Richtung
des Kreismittelpunktes zeigt. Der konstante Radius des unbelasteten Trigers betrdgt R = a.

Das Biegemoment wird beschrieben durch:

M —-F-a-cosg

blp) —
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Die fiir den Viertelkreistriger geltende Differentialgleichung hat dann die Form:

” M,, , —F-cosp ;
W (@) +w(@) = at= ‘a
@)= E-1

Gewihlter Losungsansatz sei:

_F-p-sing ;
w(@) .57 °

Die maximale Verschiebung w am Kraftansatzpunkt (¢ = 7/2) ist dann:

Wp=712)= F-7z/2-sm7£/2'a3 _ F-r 4
2-E-1 4-E-1

Aufbauend hinsichtlich der hier schon angekiindigten Differentialgleichung fiir einen schon
anfangs gekriimmten Biegetrdger, kann nun in dhnlicher Weise auch die Differentialgleichung
fiir einen Kreisring abgeleitet werden, der ringsum von auf3en durch einen konstanten Druck p
belastet wird.

p: konstant
ringsum homogen verteilt

Die Differentialgleichung fiir das Knickproblem beim Kreisring lautet:

W)+ 142 gy = Mo 2
E-1 E-1

M,, 3
W)+ E w(p)==20at it /12:[1#;?}

Man beachte dabei, dass die Biegemomentenfunktion auf der rechten Gleichungsseite eine
Abhingigkeit von der Verschiebung w hat, und nicht wie zuvor von ¢ !
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Das Biegemoment errechnet sich hier aus den folgenden Anteilen:

3 2

a -p a
N “w, + -M
b(w) EI 0 EI 0

Dabei bedeuten wy und M, die Verschiebung und das Schnittlastmoment aufgrund der
vorliegenden Druckbelastung p, so wie es in der folgenden Skizze dargestellt ist.

Ring deformiert

Die allgemeine Losung zu diesem Problem kann durch folgenden Ansatz angegeben werden:

paw,+a’ M,
E-I+a’-p

w(@) = C, -cos(Ag)+C, -sin(1g)+

Randbedingungen sind dann, dass die Extremalwerte fiir w in der Winkellage ¢ = 0 und ¢ =
90° bzw. @ = m/2 vorzufinden sind, also die erste Ableitung dw/d¢ dort verschwinden muss.
Daraus folgt dann, dass C, = 0 sein muss und damit diese Eigenwertgleichung resultiert:

Cl-cos(/i-g):O mit A =2n  n=123,.

n

Der niedrigste Eigenwert wird daher bei n = 1 vorliegen und ergibt abschlieBend die Losung
des Knickproblems:

a’- 3-E-1I
112:4:(14_ P = Pu = 3

E-1 a
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4.2.1 Das Ausknicken eines kreisformigen Ringes mit Kreisquerschnitt:

Handelt es sich bei dem Kreisringquerschnitt ebenfalls um einen Kreis mit einem
Durchmesser d (= Torus-Form), dann ist die kritische Druckbelastung:

z-d* e = 3 E-x-d*
kr T 3

I= = = 3
64 64 a

4.2.2 Das Ausbeulen einer Kreiszylinderschale unter AufSendruck:

Stellen wir uns eine Kreiszylinderschale vor, die eine Zylinderhohe H und eine Wanddicke t
bei vorhandenem Radius R = a besitzt und zudem folgende Bedingungen erfiillt:

H>R=a
R=a>>t
In einem solchen Fall droht der Zylinder bei einer duBeren Druckbelastung auszubeulen.

Unter Beriicksichtigung der behinderten Querkontraktion (Korrektur vom E-Modul) kann
dann die folgende Néherung einer kritischen Last angefiihrt werden mit:

4.3 Die Beulung von Platten und Schalen :

Wird eine Platte oder Schale (Platten/Schalendicke ist verschwindend klein gegeniiber der
Plattenausdehnung) in ihrer Ausdehnungsebene, also am Rand belastet, dann kann sich eine
Instabilitidt in Form einer Beulung oder Ausknickung einstellen. Als Randlasten (an den
AuBenkanten) konnen sowohl Drucklasten (tangential in der x,y-Ebene) als auch Schublasten
dazu fiihren, dass es zu dieser Beulung kommt.

Fiir die folgenden Beispiele bzgl. der ebenen Platten setzen wir voraus, dass deren
Ausdehnung in der x-y-Ebene vorliegt und in z-Richtung die Plattendicke t definiert ist. Aus
der Kirchhoffschen Plattentheorie resultiert die hergeleitete Differentialgleichung hinsichtlich
einer senkrecht auf der Plattenebene stehenden Druckbelastung p(x,y):

ow ,_ dw +a4W—AAw(x y= PV N= E-r
i .oy’ oy "IN 12-(1=v?)

Hierbei sei N die sogenannte Plattensteifigkeit, die neben dem E-Modul von der Plattendicke
t und der Querkontraktionsziffer v abhiingt.

Wie man sofort erkennt, wiére hinsichtlich der Beulungsproblematik die rechte Seite der
Gleichung nicht relevant, weil keine Hauptbelastung senkrecht zur Plattenausdehnung (X,y-
Ebene) existiert, sondern nur in tangentialer Richtung an den Réndern. Insofern miisste die
Differentialgleichung auf diese tangentialen Belastungsterme bezogen und umgestellt werden.
Mit Einfithrung der Belastungsgrofen Dx, Dy und Sxy wiirde die Differentialgleichung nun
folgende Schreibweise erhalten.
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Differentialgleichung bzgl. der Beulung von ebenen Platten:

d'w d'w d*w d’w d’w I’w| 1
+2 + =AAw(x,y)=—| D, - +2S, +D, - —
oax* ox7-9y?  oy! (x.) toox’ Yox-dy U 9y’ | N
2 2 2
o N-AAw 4D o5 O p OV

ox’ Yox-oy 7 oy’

(I
L ¢£ Y l l ¢</ Randlasten der Platte:
Dx|—= %/ =— Dx  Drucklasten: Dx, Dy
—_— 4_
—> % - - Schublasten: Sxy
//A T T T T ﬁA Belastungen je Langeneinheit !
Dy > X Plattenausdehnung: a x b

4.3.1 Betrachtungen an der Rechteckplatte:

Fallunterscheidungen bei der Rechteckplatte:

a) Die freigelagerte Platte unter allseitig gleichem Druck:  Sxy=0, Dx=Dy=D
b) Die freigelagerte Platte mit einachsigem Druck: Sxy=0, Dy=0, Dx
c) Die freigelagerte Platte unter allseitigem Druck: Sxy=0, Dx, Dy

Der den Randbedingungen geniigende Ansatz ist:

w(x,y)=Cj -sin(] '”'XJ-sin(mj

a b

Die kritischen Lasten (niedrigster Eigenwert) fiir die obigen Fille sind dann:

.2 2

a) D .=7n""N- (]—2 + b—zj J, k sind ganzzahlige Eigenwerte
a

= D —7-[2.N. i+i —7[2. E'tB L+i
o a®> b’ 12-(1=v?) L& »?

2N b k aY
b) Dx, =—5—j —+——
a j b
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Die Eigenwerte j und k sind in diesem Fall so zu wihlen, dass die Beullast Dx ein
Minimum erreicht. Dieses liegt vor, wenn k =1 und j = a/b ist. D.h. dann auch, dass das
Verhiiltnis a/b als ganzzahlig aufzufassen ist!

Fiir die kurze Platte mit der Vorgabe a < b resultiert dann ein Minimum, wenn k =j =1
gesetzt sind.

) 2

b? a b

Fiir die lange Platte mit der Vorgabe a > b und ganzzahligem Seitenverhiltnis a/b gilt
dann:

_47 N

D'xkr b2

Fiir die lange Platten mit der Vorgabe a > b und nicht ganzzahligem Seitenverhiltnis a/b
gilt dagegen mit k = 1.

Der ganzzahlige Wert von j ist so zu wihlen, dass er moglichst nah an das Verhiltnis a/b
kommt und hinzukommend das Minimumkriterium fiir Dx erreicht. D.h., es stehen nur
zwei benachbarte ganzzahlige Werte fiir j zur Verfiigung, wobei der eine etwas kleiner
und der andere etwas grof3er als das Verhiltnis a/b ist.

) D a> b’
C X
C S Dy K
>t 2
a Dx b

Die Eigenwerte j und k sind in diesem Fall so zu wihlen, dass bei dem Verhiéltnis Dy/Dx
die Beullast Dx ein Minimum erreicht.

Die freigelagerte Platte mit allseitigem Schub: Sxy , Dx=Dy=0

Das iiber einen Niherungsansatz (Verfahren nach Ritz) abgeleitete Ergebnis lautet hierzu:

9.7 oY
Sxy,, = 32 ‘N-a-b-|—+—

a b*
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Als Niherungsansatz wurde dabei gewihlt:

w(x,y)=C, - sin( SR xj : sin(ﬂj +C,- sin(M) . Sin(zﬁ_’y]
a b a b

Den niedrigsten Wert der Schubbelastung erhilt man mit j=1 (bei nur einer Beule).

9.7 11y
= Sqv. =22 N-ab|—+—
D =7y (az bZJ

Sonderfall:

Bei einem unendlich langen Plattenstreifen a>>b gilt der Eigenwert von Southwell mit:

7N
bZ

=  Sxy, =535

4.3.2 Betrachtungen an der Kreisplatte:

Eine Kreisplatte mit konstanter Dicke t und einem Radius R sei am Umfang fest eingespannt.
Am &duBeren Umfang wirkt ein konstanter Radialdruck p. Auch bei diesem Fall wird sich
irgendwann eine Beulung einstellen. Vorausgesetzt wird hier, dass die feste Einspannung in
radialer Richtung eine entsprechende Verschiebung zulisst.

7 e

p: konstant
ringsum homogen verteilt

Die kritische Drucklast wire fiir diesen Fall:

= pkr:14,67%
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Handelt es sich jedoch um eine Kreisplatte, die ringsum gelenkig gelagert ist, dann liegt eine
kritische Drucklast vor, die nur noch etwa einem Viertel von dem Wert entspricht, der fiir die
fest eingespannte Platte angegeben wurde.

Die kritische Drucklast wire fiir den Fall der gelenkig gelagerten Kreisplatte:

= . :3,40-%

4.3.3 Betrachtungen an Kreiszylinderschale mit axialer Druckbelastung:

Im Abschnitt 4.2.2 wurde ja schon einmal der Fall der Kreiszylinderschale behandelt, wobei
hier eine Radialbelastung vorgelegen hatte, die zu einem Ausknicken des Zylinders gefiihrt
hitte.

Der jetzt noch fehlende Fall wire, wenn die Druckbelastung achsparallel auf dem Kreisrand
des Zylinders verteilt ist, also eine reine Axiallast p = konst. vorliegt. Auch hier sind zwei
Lagerungstypen zu unterscheiden.

a) der beidseitig gelenkig gelagerte Zylinder
b) der beidseitig fest eingespannte Zylinder

Zu a)

Erneut sollen die Angaben zum Zylinder gelten wie bei 4.2.2:

H>R=a

mit der Wanddicke t, der Zylinderhohe H und dem Radius R = a
R=a>>t
Sonderfall: ~ Wenn die Hohe weitaus gro3er ist als der Radius, dann kommen wir in den
Bereich der Eulerschen Knickfille. D.h., die Zylinderschale beult dann nicht
mehr aus, sie knickt in der Gestalt eines Druckstabes aus.

A Wanddicke der Schale =t

Drucklast axial: p

Belastungen je Langeneinheit !
am Rand verteilt

A4

e
T o
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Die mafigebliche Differentialgleichung fiir die Schalenbeulung ist gegeben durch:
2
w®(x) +£w”(x) +—12 (21 2V ) w(x)=0
N a -t
Der hierfiir notwendige Ansatz wire:
w(x) = A-sin(k-yz%j fiir k=123,...

Eingesetzt in die Differentialgleichung folgt damit die Auflosung bzgl. der Last p:

(k~75j4+12~(1—vz)

H a’-t?

)

Ein Minimum bzgl. pkr erhilt man fiir k = ko ,wenn gilt:

ky-7 _4/12'i1—vzi ~ k_£.4/12«i1—v2i
H a-t’ " a’-t?

Hierbei muss die Forderung nach einem mdglichst ganzzahligem ko gelten! Hier ist also
wieder die Wahl zu treffen, bei welchem ganzzahligen k‘p -Wert ein Minimum fiir pkr erreicht
wird, wenn gilt:

p =N

ky'<ky <k,+1 = einsetzen von k," oder (k,+1) anstatt k,

H 242 E -t

(wf a3

H

(ko -7:)“+ 124(1—1/2)

P 2Py =N

Ist der errechnete Wert fiir ko zuféllig ganzzahlig, dann wird p, = p,. In diesem Fall ist die

Beullast unabhingig von der Zylinder- bzw. Schalenhohe H, wie es oben in der Gleichung fiir
po ersichtlich ist.

Als Fallunterscheidung zwischen Beulung und Knickung kann angegeben werden, dass ...

a’ < 2
t-H* 72 3-(1-v?)

fiir das Kriterium eines Knickstabes gilt und ...

3
a

RN

fiir das Kriterium einer Beulung gilt.
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zu b)

Bei der Zylinderschale, deren beiden Enden fest eingespannt sind, wird man der
Differentialgleichung mit folgendem Ansatz gerecht:

w(x)=C-e”"
Beim Einsetzen in die Differentialgleichung fiihrt das zu der charakteristischen Gleichung:

_ 1,2
o' +20 @+ =0 mit 2= und pr =120z (thz")
a-

mit den 4 Losungen:

a):i\/—aiqlaz -5

Durch theoretische Ableitungen ldsst sich herleiten, dass man den Fall der ,(festen
Einspannung® auf eine einfache Beziehung reduzieren kann, die auf die kritische Last des
»gelenkig gelagerten* Fall mit po Bezug nimmt. (siehe hierzu Fall a)

Die vereinfachte Aussage hat dann die Form: po* =f-p,

Der Faktor f muss dann einer Bestimmungsgleichung gerecht werden:

(1+f)-cos(l(-m)+(l—f)-cos(lc-m):2
K:i/48-(1—vz)'H4

mit
a -t
Fallunterscheidungen:
kK>53 Geltungsbereich fiir den Knickstab (Eulersche Knickung) mit
* Zﬂ-z * a2 * t
P = E'T
20<kx<53 Geltungsbereich fiir die Beulung mit gelenkiger Lagerung mit
fx)=1
35<k<20 Geltungsbereich fiir die Beulung mit fester Einspannung mit
—2538
fx) =

T K2 —3192-k+7.692
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Bei Werten fiir ¥ < 3,5 nehmen die Werte fiir f extrem schnell zu. Hier muss dann in der
Regel iiberpriift werden, ob die zuldssigen Druckspannungen des Werkstoffs schon erreicht
worden sind, ohne dass eine Ausbeulung iiberhaupt stattfindet!

Beim Zwischenbereich 20 < x <53 erkennt man sehr schon erkennen, dass hier die feste
Einspannung kaum ins Gewicht fillt, weil die Schalenhohe so lang ist, dass die
Lagerungsbedingung bzgl. der Ausbeulung unabhingig ist.

5. Nachwort

Wie man anhand der gezeigten Beispielprobleme im Skript ersehen konnte, ist der
Schwierigkeitsgrad mit den fortlaufenden Abschnitten immer mehr gestiegen. Das liegt
einmal daran, dass der Ubergang von den 1-dimensionalen Problemen (Stiben) hin zu den
ebenen 2-dimensionalen Problemen die zu 16sende Differentialgleichung komplexer macht.
Die Gleichungen der elastischen Biegelinie werden hier durch die Kirchhoffsche
Plattentheorie abgelost. Eine weitere Steigerung des Schwierigkeitsgrades zur Losung von
Instabilititsproblemen erfahren wir dann noch, wenn der Ubergang von den ebenen
Plattenproblemen in den Bereich der Schalen mit gebogenen oder gar gekriimmten Flichen
vollzogen wird. Um {iiberhaupt noch analytisch 16sbare Fille untersuchen zu kénnen, miissen
dann zumeist sehr trickreiche Vereinfachungen in der Modellbetrachtung eingefiihrt werden.
Oft wird die Kriimmungsbeziehung auf einen leichteren Ausdruck reduziert, weil es sich um
sehr kleinere Anderungen/Verschiebungen bei der Betrachtung handelt. Ebenso werden
hiufig unbedeutende Terme vernachlidssigt, da sie als kleine GroBen in einer hoheren Potenz
auftauchen bzw. in der Relation zu anderen Grofen nicht ins Gewicht fallen. Daher muss man
bei den zuletzt angefiihrten Problemfiéllen der Platten/Schalen die idealisierten Losungen auch
mit einer gewissen Vorsicht begegnen. Liegen wirklich die idealisierten Bedingungen vor, so
konnen die Losungen jedoch fiir eine Orientierung sorgen, wo sich die Gefahr einer
Instabilitét einstellen konnte.

Um im Bereich der Platten- und Schalentheorie die diversen Problemstellungen erortern zu
konnen, welche die Alltagswelt als realen Bezug zu bieten hat, miissen numerische Verfahren
zur Anwendung kommen, wie beispielsweise die Finite-Elemente-Methode (FEM). Aber auch
hier muss stets das simulierte Ergebnis mit Kontrolle (wenn Erfahrungswerte vorhanden sind)
und mit Vorsicht betrachtet werden, weil die Instabilitdtsprobleme als Probleme der Theorie
2. Ordnung (Betrachtung der Belastungen am verformten Bauteil) eine Stufe hoher
anzusiedeln sind, als die reinen strukturmechanischen Probleme der FEM, bei welchen allein
die Spannungen/Verzerrungszustinde im Bauteil zu untersuchen sind (stabile Probleme).

Und wie eingangs schon darauf hingewiesen wurde, diese Berechnungsvorlage darf
keinesfalls dazu verwendet werden, um die Auslegung von Tragwerken oder tragenden
Konstruktionen vorzunehmen! Das muss von Expertenseite aus mit den dazu geeigneten
Berechnungswerkzeugen und nach den gesetzlich geforderten Regelwerken geschehen.

SRR
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