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Lösungen zum erweiterten Ziegenproblem 
 

(A) Mathematische Näherungslösung für die Hüllkurve (Enveloppe) 

1. Bestimmung signifikanter Punkte, Werte und Winkel in der Konstruktion 

 
 

Zuerst sind für die Konstruktion einige wichtige Punkte und Längen zu bestimmen, mit denen später 

auch weitergerechnet wird. Dazu zählen die Punkte B‘ und G, mit denen die Enveloppe im Innern des 

Kreises startet. Die Enveloppe endet dann im Punkt H. 

 

𝑍(𝑥) = √𝑥2 + 202 

 

𝐿 = 21 

 

𝑘(𝑥) = 𝐿 − (𝑍(𝑥) − 10) = 31 − 𝑍(𝑥) 

 

𝛼 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

20
) 

 

𝛽/2 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛 (
𝑘(𝑥)/2

10
)   
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Forderung: 

 

𝛼 + 𝛽 = 𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑢𝑚 

 
𝑑

𝑑𝑥
(𝛼 + 𝛽) = 0 =  

 

 

→ 𝑥 = 8.17215 

→ 𝛼 = 22.22529310° 

→ 𝛽 = 56.0349362° 

→ 𝑘 = 9.394814613 

 

Damit ist der Punkt G (Endpunkt der Enveloppe) bestimmt: 

 

𝑥𝐺 = 10 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝛼 + 𝛽) = 9.7908181 

𝑦𝐺 = 10 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝛼 + 𝛽) = 2.0346695 

 

Der Startpunkt der Enveloppe ist mit H und den Koordinaten (0,-1) gegeben. 

Die Enveloppe entsteht somit, wenn der Punkt B‘ in Richtung Punkt B auf dem Kreis wandert. 

 

Die y-Koordinate vom Punkt C1, welcher ebenfalls vertikal in Richtung Punkt B wandern würde, wird 

jetzt als Parameter C definiert.  

 

Für diesen Parameter gilt:  9.257036976 ≤ 𝐶 ≤ 10 

 

 

 2. Bestimmung der Gleichung für die Enveloppe 

 

Es muss gelten:  𝑞(𝐶) + 𝑅(𝐶) = 21 

 

Unter Nutzung der Strahlensätze besteht die Relation: 

 

10

𝐶
=

𝑞(𝐶) + 10

20
 

 

→ 𝑞(𝐶) =
200

𝐶
− 10   →  𝑅(𝐶) = 21 − 𝑞(𝐶) = 31 −

200

𝐶
 

 

Die Enveloppe soll durch die Punkte X(C) und Y(C) beschrieben werden. Damit ergibt sich der 

Zusammenhang: 

 

(𝑋 − √102 − 𝐶2)
2

+ (𝑌 − 𝐶)2 = 𝑅(𝐶)2 = (31 −
200

𝐶
)

2
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Damit liegt folgende Gleichung für die Kurvenschar vor: 

 

(I) 

𝐹(𝑋, 𝑌, 𝐶) = (𝑋 − √102 − 𝐶2)
2

+ (𝑌 − 𝐶)2 − (31 −
200

𝐶
)

2

= 0 

 

Des Weiteren lässt sich eine weitere Zusatzforderung für die Hüllkurve aufstellen: 

 

(II) 

 

𝜕𝐹(𝑋, 𝑌, 𝐶)

𝜕𝐶
= 0 =

80000

𝐶3
+

2𝐶 ∙ 𝑋

√100 − 𝐶2
−

12400

𝐶2
− 2𝑌 

 

Da das Eliminieren des Parameters C sehr „unkomfortabel“ ist, kann man auch einen anderen Weg 

gehen. 

 

 

aus (I) folgt: 𝑌𝐼(𝑋, 𝐶) = 

 

 

 

aus (II) folgt: 𝑌𝐼𝐼(𝑋, 𝐶) = 

 

 

Durch das Gleichsetzen dieser beiden Gleichungen erhält man dann: 

 

𝑌𝐼(𝑋, 𝐶) = 𝑌𝐼𝐼(𝑋, 𝐶)  

 

→ 𝑋(𝐶) =  

 

 

 

 

 

 

Setzt man nun die Werte von C für das Intervall [9.2570369759 ,10] in X(C) ein und geht mit diesen X-

Werten in die Gleichung für Y(X,C), dann resultieren damit die Wertepaare X(C)/Y(C) der Enveloppe. 

Um den weiteren Aufwand im Rahmen zu halten, werden die Punkte X/Y durch ein Polynom 

6.Grades angenähert. (z.B. mit Hilfe von Excel über die Trendlinien-Bestimmung) 

 

Das Polynom würde dann beispielsweise so aussehen (als formaler Klartext): 

 

𝑌𝑃(𝑋) = 0.0000014726*x^6 - 0.0000301819*x^5 + 0.0003275216*x^4 - 0.0010956908*x^3 + 

0.0259286765*x^2 - 0.0014616499*x - 1.0000000000 

 

jetzt jedoch geltend für das Intervall  0 ≤ 𝑋 ≤ 9.7908181418      
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Die Fläche der maximalen Futterfläche kann dann mittels eines Integrals berechnet werden: 

𝐴𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 = 2 ∫ [𝑌𝐾(𝑋) − 𝑌𝑃(𝑋)] ∙ 𝑑𝑋
9.7908181418

0

 

  

wobei   𝑌𝐾(𝑋) = √102 − 𝑋2   den Kreisbogen mit Radius 10 beschreibt. 

 

Ergebnis der Fläche ist:  𝐴𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 = 158.490  𝐹𝐸 (numerische Integration!) 

 

 

Eine numerische Integration ist natürlich auch über die errechneten X-Y-Werte direkt möglich (z.B. 

über die Trapez-Methode). Bei einer Schrittweite von 0.001 bei den C-Werten kann man somit zu 

einem Ergebnis kommen, das dem obigen sehr nahe kommt. 

 

𝐴𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 = 158.489  𝐹𝐸 (numerische Integration mit den errechneten X-Y-Werten!) 

 

   ANLAGE:     

   Berechnete Koordinaten der Enveloppe (Schrittweite 0.01 für C) 
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(B) Der zweite Lösungsweg mit Hilfe einer Evolvente 

- „Maschinenbauer-Lösung“    - 

 

Wenn man davon ausgeht, dass die Enveloppe für diesen speziellen Fall sehr gut über eine 

Kreisevolvente „abgerollt“ werden kann, ergibt sich ein Lösungsweg, der in nicht so riesige 

Gleichungen ausartet und der trotzdem sehr adäquate Ergebnisse liefert, die in einem zweiten Schritt 

noch nachkorrigiert werden können. 

 

Schritt 1:  Konstruktion des Abrollkreises (Evolute) für die Evolvente 

 

Es gibt zwei exakt bekannte Endpunkte der Enveloppe, nämlich H und G. Ein Punkt des Abrollkreises 

muss daher tangential an der Y-Achse anliegen und ein zweiter durch den Punkt B‘ gehen, wobei der 

Kreis tangential an die Strecke k anschließt. Damit ergibt sich ein Kreisbogen mit dem Mittelpunkt 

(16.3575148276/19.718258751) als Evolute. Lässt man von diesem Kreisbogen einen Faden abrollen 

(ab Punkt B‘) und ergänzt zu diesem die Strecke k‘ in tangentialer Richtung, dann entsteht dabei eine 

Kreisevolvente, die eine extrem gute Annäherung für die gesuchte Enveloppe ist. 

 

 
 

Der Faden zwischen den Punkten S und D1 hat die Länge: 

 

𝑙 = 𝑅𝐾𝐸 ∙ 𝜑 

 

Der Radius des Abrollkreises ist:   𝑅𝐾𝐸 = 16.3575148276 
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Die Summe  k + m + n = 21  gilt für die Punkte der gesuchten Enveloppe. Bei der Verwendung der 

Kreisevolvente gibt es eine geringfügige Abweichung für die Streckenlänge m, die sich in 

Abhängigkeit vom Winkel 𝜑 ermitteln lässt. 

 

Der Futterradius R ergibt sich somit aus der Summe m + k. 

 

𝑅𝐸𝑣𝑜𝑙 = 𝑚𝐸𝑣𝑜𝑙 + 𝑘  bezogen auf die Evolventen-Konstruktion 

𝑅𝐸𝑛𝑣 = 𝑚𝐸𝑛𝑣 + 𝑘  bezogen auf die Enveloppen-Konstruktion 

 

𝜖(𝑋) = 𝑅𝐸𝑣𝑜𝑙 − 𝑅𝐸𝑛𝑣 = 𝑚𝐸𝑣𝑜𝑙 − 𝑚𝐸𝑛𝑣  Korrekturfunktion für Schritt 2 

 

 

Schritt 2:  Berechnung der Korrekturfunktion 

 

In 5°-Winkelschritten für 𝜑 lassen sich insgesamt 9 Stützpunkte ermitteln. Aus diesen Punkten lässt 

sich das folgende Diagramm der Abweichungen erstellen: 

 

 

 
 

 

Diese Abweichungskurve kann wiederum als ein Polynom 6.Grades ausgedrückt werden und lautet in 

diesem Fall (als formaler Klartext): 

 

𝜖(𝜑) = 3.3403886294* 𝜑 ^6 - 4.5961817923* 𝜑 ^5 - 0.1026506257* 𝜑 ^4 + 2.2113477565* 𝜑 ^3 - 

0.7046480316* 𝜑 ^2 + 0.0255355015* 𝜑  - 0.0000025956 
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Schritt 3:  Berechnung der Einzelflächen inkl. Korrektur 

 

Die Futterfläche kann aus mehreren Einzelflächen zusammengesetzt werden, so wie es die Skizze 

zeigt (rechte Hälfte von der Problemstellung): 

 
 

 

Die Gesamtfläche resultiert dann aus: 

 

𝐴𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 = 2 ∙ [𝐴1 + 𝐴2 − (𝐴5 − 𝐴4 − 𝐴3) − 𝐴𝑘] 

 

𝐴𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 = 2 ∙ [𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4 − 𝐴5 − 𝐴𝑘] 

 

 

Berechnung von A1: 

Die überstrichene Fläche des „abgerollten Fadens“ ergibt sich mit diesem Integral: 

 

𝐴1 =
1

2
∫ (𝑅𝐾𝐸 ∙ 𝜑 + 𝑘)2𝑑𝜑 =

𝑅𝐾𝐸
2 ∙ 𝜑3

3
+ 𝑅𝐾𝐸 ∙ 𝜑2 ∙ 𝑘 + 𝜑 ∙ 𝑘2]

0,693894718 𝑟𝑎𝑑

0 0

0,693894718 𝑟𝑎𝑑

 

 

𝐴1 = 82.5183724  FE 
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Berechnung von A2: 

Hier handelt es sich um einen Kreisabschnitt : 

 
 

𝛼 = 0.977994133 𝑟𝑎𝑑   (= 56.03493624°) 

 

𝐴2 =
𝑅2

2
∙ [𝛼 − sin(𝛼)] =

102

2
∙ [0.977994133 − sin(0.977994133 𝑟𝑎𝑑)] = 7.430787  𝐹𝐸 

 

Berechnung von A3: 

Hier handelt es sich nun um einen halben Kreisabschnitt : 

 

𝛼 = 2 ∙ 0. 387904541 𝑟𝑎𝑑   (= 44.4505862°) 

 

𝐴3 =
1

2
∙

𝑅2

2
∙ [𝛼 − sin(𝛼)] =

102

4
∙ [0.775809083 − sin(0.775809083 𝑟𝑎𝑑)] = 1.887880  𝐹𝐸 

 

Berechnung von A4: 

Die Fläche des Kreissektors erhält man über: 

 

𝛾 = 39,7572387823° 

 

𝐴4 = 𝑅𝐾𝐸
2 ∙ 𝜋 ∙

𝛾

360°
= 16.35751482762 ∙ 𝜋 ∙

39,7572387823°

360°
= 92.832112  𝐹𝐸 

 

Berechnung von A5: 

Zum Trapez können  folgende Angaben gemacht werden: 

 

ℎ = 10.46122178  und  𝑚 = (16.3575148276 + 3.7824947359) ∙
1

2
 

  

 𝐴5 = 𝑚 ∙ ℎ = 10.07000478 ∙ 10.46122178 = 105.344553 𝐹𝐸 
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Berechnung von Ak: 

Der flächentechnische Korrekturausgleich kann wiederum über ein Integral berechnet werden, in 

welches die Korrekturfunktion 𝜖(𝜑) einfließt. Das Integral rechnet lediglich die abweichenden 

(infinitesimalen) Rechteckflächen   𝑑𝑠 ∙ 𝜖(𝜑) einander auf. 

 

 
 

𝐴𝑘 = ∫ (𝑅𝐾𝐸 ∙ 𝜑 + 𝑘) ∙ 𝜖(𝜑) ∙ 𝑑𝜑 =
0,693894718 𝑟𝑎𝑑

0

0.0836609  𝐹𝐸 

 

 

Berechnung  der  Gesamtfläche: 

 

𝐴𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 = 2 ∙ [𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4 − 𝐴5 − 𝐴𝑘] 

 

𝐴𝑔𝑒𝑠𝑎𝑚𝑡 =  +2𝑥  82.5183724  𝐹𝐸  

   +2𝑥    7.430787    𝐹𝐸 

+2𝑥    1.887880    𝐹𝐸 

   +2𝑥  92.832112   𝐹𝐸 

   −2𝑥 105.344553  𝐹𝐸 

   −2𝑥     0.0836609 𝐹𝐸 

-------------------------------------------------------------------- 

   =   158.48187 …   𝐹𝐸 

 

 

Dieses aus einzeln errechneten Flächen zusammengesetzte Ergebnis liegt nur 0,0051 % unter dem 

Wert 158,490 des ersten Lösungsweges (S.1 bis 4).   

Der Vorteil dieser „Maschinenbauer-Lösung“ ist, dass die Einzelflächen zum einen aus geometrisch 

einfach zu berechnenden Flächen bestehen und zum anderen die „Überstreichfläche“ des 

Abrollfadens der Kreisevolvente leicht über die Integralrechnung zu lösen ist. Das gilt dann auch für 

das Integral zur Berechnung der Korrekturfläche, in dem ebenfalls nur ein Polynomausdruck 

integriert werden muss. D.h., die zweite Methode kommt im Wesentlichen mit den Möglichkeiten 

der Schulmathematik (Sekundarstufe II) aus. 

Kai-Uwe Ekrutt         22.05.2022 

 


